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 3.11  โมเมนตของแรงรอบแกนที่กําหนดให 
 
พิจารณาโมเมนต  M  ซ่ึงเกิดจากแรง  F  กระทําตอวัตถุคงรูปรอบจุด  O  ให  OL เปนแกนซึ่งผาน
จุด O  ดูรูปที่ 3.26 

O

 

 
 

รูปท่ี 3.26  (Beer, 1988: 80) 
  
นิยามของโมเมนต   ซ่ึงเกิดจากแรง  F  กระทํารอบแกน OL  ก็คือภาพฉาย    OC  ของโมเมนต  OLM

OM   

)F

บนแกน OL  ให  λ   เปน  เวกเตอรหนึ่งหนวย  มีทิศทางไปตามแนว  OL 
จากสมการ  (3.36) และ  (3.11) จะได 
 

(OL OM = • = • ×M rλ λ      (3.42) 
 
ซ่ึงแสดงวาโมเมนต   ของแรง  F  รอบแกน   OL  เปน  สเกลาร  ซ่ึงเกิดจากผลคูณเชิงสเกลาร
ของสามเวกเตอร ของ  λ ,  r และ  F และอาจเขียนในรูปดีเทอรมิแนนต ได 

OLM

 
x y

OL

x y

M x y
F F F

λ λ λ
=

z

z

z

z
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     (3.43) 

 
เมื่อ                   
, ,x yλ λ λ            =   โคไซนบอกทิศทางของแกน  OL   

 x, y, z     =   พิกัดของจุดซึ่งแรง  F  กระทํา 
, ,x yF F F  =   แรงองคประกอบในแนวตั้งฉากของแรง  F   
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นัยสําคัญเชิงกายภาพของโมเมนต  ของแรง  F  รอบแกน   OL จะเห็นไดชัดเจนขึ้นถาแยกแรง 
F  เปนแรงองคประกอบในแนวตั้งฉากเปน  F

OLM

1 และ  F2 โดยให  F1 ขนานกับ  OL  และ     F2    อยู
ในระนาบ  P ซ่ึงตั้งฉากกับ  OL  ดูรูปที่ 3.27 
 

 
 

รูปท่ี 3.27  (Beer, 1988: 80) 
 
ในทํานองเดียวกัน  แยกแรง  r  เปน  r1 และ  r2  เปนแรงองคประกอบในแนวตั้งฉาก  แทนคา F 
และ  r ลงในสมการ  (3.42) ได 
 

( )1 2 1 2( )OLM = • + × +  r r F Fλ  
( ) ( ) ( ) (1 1 1 2 2 1 2 2OLM = • × + • × + • × + • ×r F r F r F r Fλ λ λ λ )  

 
จะพบวา  ผลคูณเชิงสเกลารของสามเวกเตอร ทั้งหมด เทากับ  ศูนย  

)

2

2

ยกเวนเทอมสุดทาย 
1 1 0× =r F    เพราะ  r   ( , cross  กันเปน  sin,  sin0 =  0) 1 1//F 0θ =

( )1 2 0• × =r Fλ  เพราะ  λ   ( , dot  กันเปน  cos, cos90 =  0) ( )1 2⊥ ×r F 90θ =

( )2 1 0• × =r Fλ  เพราะ  λ   ( , dot  กันเปน  cos, cos90 =  0) ( )2 1⊥ ×r F 90θ =

 
จะได 
 

( 2 2OLM = • ×r Fλ      (3.44) 
 
ผลคูณเชิงเวกเตอร    มีแนวตั้งฉากกับระนาบ  P    และแทนดวยโมเมนตของแรงองค
ประกอบ  F

2 ×r F

2  ของแรง  F  รอบจุด  Q  ที่ซ่ึงแนวแกน  OL มาตัดกับระนาบ   P  ดังนั้นปริมาณ 
สเกลาร    จะเปน  บวก ถา   r   มีทิศทางพุงไปทางเดียวกับแกน  OL  และจะเปน  ลบ  OLM 2 ×F
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เมื่อมีทิศทางตรงขามกัน     ซ่ึงปริมาณนี้จะเปนตัววัดความพยายามของ      F2    ที่จะทําใหวัตถุคง
รูปหมุนรอบแกน  OL  
 
เนื่องจากแรงองคประกอบ  F1  ของแรง  F ไมมีแนวโนมที่จะทําใหวัตถุคงรูปนี้หมุนรอบแกน OL  
จึงสรุปไดวา  โมเมนต   ของแรง  F  รอบแกน OL    ใชวัดแนวโนมหรือความพยายามของ
แรง  F  ที่จะทําใหวัตถุคงรูปนั้นมีการเคลื่อนที่หมุนรอบแกนตรึง  OL 

OLM

 
ซ่ึงเปนไปตามนิยามของโมเมนตของแรงรอบแกน  ที่กลาววา  โมเมนตของ  F   รอบแกนพิกัดใด มี
คาเทากับโมเมนตองคประกอบของ  M  รอบแกนนั้น   แทนคาเวกเตอรหนึ่งหนวย O , ,i j k ของ λ   
ในสมการ (3.42)  จะไดนิพจนซ่ึงใหคาโมเมนตของ F  รอบแกนพิกัดมีคาเทากับนิพจนที่ไดในหัว
ขอ 3.8 สําหรับโมเมนตองคประกอบของ  M   ของ   F รอบ   O O

 
x zM yF zF= − y

z

x

 
y xM zF xF= −                                                      (3.18) 
z yM xF yF= −  

 
สังเกตวา มีเพียงแตแรงองคประกอบ  Fx, Fy และ Fz  ของแรง F   ซ่ึงกระทําตอวัตถุคงรูป  เปนตัววัด
แนวโนมของแรง   F ที่จะเคลื่อนวัตถุในแนวแกน  x, y และ z          สวนโมเมนต  Mx, My และ Mz       
ของแรง F รอบแกนพิกัด เปนตัววัดแนวโนมของแรง F ที่จะหมุนวัตถุคงรูปรอบแกนพิกัด x, y และ 
z  ตามลําดับ 
 
ในกรณีทั่วไป โมเมนตของแรง F   ซ่ึงกระทําที่จุด   A  รอบแกนใด  ๆ ซ่ึงแกนนั้นไมผานจุดกําเนิด 
ใหจุด  B  เปนจุดใด ๆ บนแกน  BL ที่กําหนด  ดูรูปที่ 3.28   

 
 

รูปท่ี 3.28  (Beer, 1988: 81) 
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สามารถหา   ภาพฉายของโมเมนต   บนแกน  BL ซ่ึงเกิดจากแรง  F  กระทํารอบ  B  ไดดังนี้ BM

 
/(BL B A BM = • = • ×M rλ λ )F

r

                                   (3.45) 
 
เมื่อ  r r   แทนเวกเตอรซ่ึงมีทิศทางพุงจาก  B  ไปยัง  A  /A B A B= −

เขียน    ในรูปดีเทอรมิแนนต  ได BLM

                                                                        
 

/ /

x y

BL A B A B A B

x y

M x y z
F F F

λ λ λ
= /

z

z

z

z

z



C C

    (3.46) 

               
เมื่อ                   
, ,x yλ λ λ            =   โคไซนบอกทิศทางของแกน  BL   
/ / /A B A B A B A B A B A Bx x x y y y z z= − = − = −   
, ,x yF F F  =   แรงองคประกอบในแนวตั้งฉากของแรง  F   

 
จากการสังเกตจะพบวาผลที่ไดจะไมขึ้นกับการเลือกตําแหนงของจุด  B  นั่นคือสามารถเลือกใหจุด 
B อยูบนตําแหนงใด ๆ บนแกน  BL ที่กําหนด  เชนเลือกจุดใหมบนแกน BL  เปนจุด  C  ตองการหา
โมเมนต    จะได CLM

 

     ( )
( ) ( )

CL A C

CL A B B C

M

M

= • − ×  
= • − × + • − ×    

r r F

r r F r r F

λ

λ λ

 
แตเนื่องจากเวกเตอร   และ   อยูในแนวเสนตรงเดียวกัน  นั่นคือ  r   และ  F  จะอยู
ในระนาบเดียวกัน  เมื่อ   จะไดเวกเตอรซ่ึงตั้งฉากระนาบนี้  λ       
เพราะ    เนื่องจาก  dot  กันเปน  ,  cos  ซ่ึงผลที่ไดเหมือนเดิมกับ
สมการ (3.45) 

λ B −r r

)B C− ×F
B − r

• −(r r

)×F
( ) 0B C × =  r r F

( B C⊥ −r rλ cos 90 0=
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ตัวอยาง   3.5    
กลองลูกบาศกดานเทา  a  ถูกกระทําดวยแรง  P  ใหหาโมเมนตเนื่องจาก  P   
ก.  รอบ A   
ข.  รอบขอบ  AB   
ค.  รอบเสนทแยงมุม   AG 
ง.  ใชผลจาก  ค.  หาระยะตั้งฉากจาก  AG ไปยัง  FC 
 

 
(Beer, 1988: 82) 

วิธีทํา 
ก. โมเมนตรอบ  A 

 
(Beer, 1988: 82) 

 
กําหนดแกน  x, y, z  ดังรูป  แยกแรง  P  เปนแรงองคประกอบในแนวตั้งฉาก   และแยกเวกเตอร  

ซ่ึงลากจาก A ไปยัง F เปนเวกเตอรองคประกอบในแนวตั้งฉาก  ได /F A AF=r

 
/ ( )F A a a a= − = −r i j i j  

                             ( 2) ( 2) ( 2)(P P P= − =P )−j k j k  
 
โมเมนตของ  P  รอบ A ไดแก 
 
                          / ( ) ( 2)(A F A a P= × = − × −M r P i )j j k     
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( 2)(A aP=M i + )+j k  ตอบ     
 
ข.  โมเมนตรอบ  AB 
ภาพฉายของ       บน  AB  เขียนไดดังนี้ AM

 
( 2)(AB AM aP• = • += i M i i + )j k  

 
2ABM aP=  ตอบ 

 
จะเห็นวาเนื่องจากแกน  AB  ขนานกับแกน x  โมเมนต   จะเทากับ  โมเมนตองคประกอบ
ของ M ในแกน x  นั่นเอง 

ABM

A

 
ค.  โมเมนตรอบเสนทแยง  AG 

 
(Beer, 1988: 82) 

 
โมเมนตของ  P รอบ AG   หาไดจากภาพฉายของ  บน AG AM

ให  เปนเวกเตอรหนึ่งหนวย  ในแนว AG จะได λ

 

( )( ) 1 3 (
3

AG a a a
AG a

− −
= = = − −

i j k i )j kλ    

และ 
 

( )1 3 ( ) ( 2)(AG AM a• = − − • += M i )Pj k i + j kλ  
( 6)(1 1AGM aP − −= 1)                     

6AGM aP−=  ตอบ 
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อีกวิธีหนึ่ง  เขียนในรูปดีเทอรมิแนนต 
 
 

/ / /

1 3 1 3 1 3
0 6

0 2 2

x y z

AG F A F A F A

x y z

M x y z a a aP
F F F P P

λ λ λ − −
= = − =

−

−  

 
ง.  ระยะตั้งฉากจาก  AG  ถึง  FC  
 

 
 

(Beer, 1988: 82) 
 
สังเกตวา  P  ซ่ึงตรวจสอบไดจาก   ถาเทากับ  ศูนย AG⊥ •P λ  แสดงวา    หรือ   

 นั่นเอง 
⊥P λ

AG⊥P

 
           ( )( 2)( ) 1 3 ( ) ( 6)(0 1 1) 0P P• = − • − − = − + =k i j kλP j    
 
ดังนั้นโมเมนต    เมื่อ  d  เปนระยะตั้งฉากจาก  AG  ถึง  FC    โมเมนต     มี
เครื่องหมายลบเพราะทิศทางของ   ตรงขามกับ    จาก  ขอ ค.  รูคา    แลว   

AGM = −Pd AGM

AGM λ AGM

ดังนั้น   
 
   6AG d aP= − = −M P       
 

6d a=  ตอบ  
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3.12  โมเมนตของแรงคูควบ 
 
แรง  2  แรง   F และ  -F   มีขนาดเทากัน   มีแนวกระทําที่ขนานกัน  ไมอยูในแนวเสนตรงเดียวกัน 
และมีทิศทางตรงขามกัน  เรียกวา  แรงคูควบ    ดูรูปที่ 3.29 
 

 
 

รูปท่ี 3.29  (Beer, 1988: 86) 
 
แมวาผลรวมของแรงองคประกอบของแรงคูนี้ในทิศทางใด ๆ  จะมีคาเทากับ  ศูนย แตผลรวมของ
โมเมนตของแรงคูนี้รอบจุดใด ๆ ไมเทากับศูนย  แรงคูนี้จะไมทําใหวัตถุเคลื่อนที่แบบเลื่อนขนาน  
แตจะมีแนวโนมทําใหวัตถุหมุน 
 
ให   และ   เปน  เวกเตอรตําแหนงของจุดซึ่งแรง F และ  -F   กระทํา   ดูรูปที่ 3.30   Ar Br

 

 
 

รูปท่ี 3.30  (Beer, 1988: 86) 
 
จะพบวาผลรวมของโมเมนตของแรงทั้งสองนี้รอบจุด  O คือ 
 

( ) ( )A B A B× + × − = − ×r F r F r r F    
 
ให    เมื่อ  r  เปนเวกเตอรเชื่อมตอระหวางจุดทั้งสองซึ่งเปนตําแหนงที่แรงทั้งสอง  
กระทํา   

A B− =r r r
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จะสรุปไดวาผลรวมของโมเมนตของแรง   F และ  -F   รอบ  O  สามารถแทนไดดวยเวกเตอร 
 

= ×M r F       (3.47) 
                                                                       
 เวกเตอร M นี้ เรียกวาโมเมนตของแรงคูควบ  ซ่ึงเปนเวกเตอรที่มีแนวตั้งฉากกับระนาบซึ่งประกอบ
ขึ้นจากแรง  2  แรงนั้น  และขนาดของเวกเตอรนี้คือ 
 
   M r                          (3.48) sinF Fdθ= =

 
เมื่อ  d     เปนระยะตั้งฉากกับแนวแรง    F และ  -F     ทิศทางของ   M   หาไดจาก   กฎมือขวา 
 
เนื่องจากเวกเตอร  r  ในสมการ  (3.47)  ไมขึ้นกับจุด  O  ซ่ึงเปนจุดกําเนิดของแกนพิกัด  นั่นคือ  
โมเมนตของแรง F และ  -F  จะมีคาเทาเดิมแมจะคํานวณรอบจุดอื่น  ซ่ึงหมายความวาโมเมนต   M  
ของแรงคูควบเปน  เวกเตอรอิสระ  ซ่ึงอาจจะใหกระทําที่จุดใด  ๆ  ก็ได  ดูรูปที่ 3.31 
 

 
 

รูปท่ี 3.31  (Beer, 1988: 87) 
 
จากนิยามของ  โมเมนตของแรงคูควบ ผลที่ตามมาคือ แรงคูควบ  2  คู   คูหนึ่งเปน  F1 และ  -F1  
และอีกคูเปน F2 และ  -F2  จะมีโมเมนตเทากันถา 
 

1 1 2 2Fd F d=                                                 (3.49) 
 
และคูควบทั้งสองอยูในระนาบเดียวกันหรืออยูในระนาบซึ่งขนานกัน  และมีทิศทางเหมือนกัน  
ดูรูปที่ 3.32 
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รูปท่ี 3.32  (Beer, 1988: 87) 
 
3.13  แรงคูควบซึ่งสมมูลกัน (Equivalent  Couples) 
 
พิจารณาแรงคูควบ  3  คู  ซ่ึงกระทําตอกลองใบเดียวกันตามลําดับ ดูรูปที่ 3.33  จะเห็นวาแรงคูควบ
จะพยายามทําใหกลองหมุนเทานั้น และเนื่องจากแรงคูควบทั้ง  3  คูมีโมเมนต  M  เทากัน (มีทิศทาง
เดียวกัน และขนาดเทากัน    M = 120 lb.in)   ทําใหพอที่จะคาดคะเนไดวาแรงคูควบทั้ง 3  คูยอม
กระทําใหเกิดผลตอกลองนี้เหมือนกัน   
 

 
 

รูปท่ี 3.33  (Beer, 1988: 87) 
 
สามารถที่จะพิสูจนวาระบบแรงสมมูลกันไดโดยใชกฎรูปสี่เหล่ียมดานขนานในการรวมแรง  และ
หลักการสงถายแรง   
 
ระบบแรง  2  ระบบจะสมมูลกันหรือมีผลตอวัตถุคงรูปเหมือนกัน  ถาสามารถแปลงจากระบบหนึ่ง
ใหไปเปนอีกระบบหนึ่งได 
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วิธีการแปลงระบบแรง  มีหลายวิธีเชน   
 
1.  แทนที่  2  แรงซึ่งกระทําตออนุภาคเดียวกันนั้นดวย  แรงลัพธของแรงทั้ง  2  นั้น 
2.  แยกแรงหนึ่งแรงใดใหเปนแรงองคประกอบ  2  แรง 
3.  กําจัด  2  แรงซึ่งกระทําตออนุภาคเดียวกัน  ซ่ึงมีขนาดเทาแตมีทิศทางตรงขามกัน 
4.  ใสแรง  2  แรงซึ่งมีขนาดเทากันแตมีทิศทางตรงขามกัน  ใหกระทําตออนุภาคเดียวกัน 
5.  ยายแรงไปตามแนวกระทําของแรงนั้น  (กฎการสงถายแรง)   
 
การพิสูจนวา  แรงคูควบ 2  คู  ซ่ึงมีโมเมนตเทากันจะสมมูลกัน 
 
พิจารณาแรงคูควบ  2  คู    ซ่ึงอยูในระนาบเดียวกัน  แรงคูควบคูแรกประกอบดวย     F1 และ  -F1  
ซ่ึงมีขนาด  F1  และมีระยะฉากระหวางกัน  d1  ดูรูปที่ 3.34(a)  แรงคูควบคูที่สองประกอบดวย  F2 
และ  -F2  ซ่ึงมีขนาด  F2    และระยะฉากระหวางกัน  d2  ดูรูปที่ 3.34(d)    
 

 
รูปท่ี 3.34  (Beer, 1988: 88) 

 
ให แรงคูควบ  F1 และ  -F1  มีโมเมนตเทากับ  แรงคูควบ  F2 และ  -F2  โดย  
 

1 1 2 2Fd F d=                                          (3.49) 
 
เพื่อจะพิสูจนวาแรงคูควบทั้งสองสมมูลกัน  จะตองแสดงใหเห็นวาสามารถแปลงแรงคูควบคูแรก
ใหไปเปนแรงคูควบคูที่สอง โดยแปลงระบบแรงในรูปที่  3.34(a) ใหอยูในรูปที่  3.35(d) 
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ใหจุด  A, B, C, D เปนจุดซึ่งแนวของแรงคูควบทั้ง 2 คู  ตัดกัน 
 
1.  เล่ือน   F1 และ  -F1  ไปตามแนวแรงเดิมจนถึงจุด    A    และ    B    ตามลําดับ      (ใชหลักการสง
ถายแรง)    ดูรูปที่ 3.34(b) 
2.  แตกแรง  F1  เปนแรงองคประกอบ  2  แรง  โดยใหแรงองคประกอบ  P อยูในแนว  AB  และแรง
องคประกอบ  Q อยูในแนว  AC  ดูรูปที่  3.34 (c) 
3.  ในทํานองเดียวกัน, แตกแรง  -F1     เปนแรงองคประกอบ  2  แรง  โดยใหแรงองคประกอบ   -P  
อยูในแนว  AB และแรงองคประกอบ  -Q  อยูในแนว  BD 
4.  แรง P  และ -P   มีขนาดเทากันอยูในแนวเสนตรงเดียวกัน  แตมีทิศทางตรงขามกัน สามารถ
เล่ือนให   P  และ -P   จนกระทั่งมีจุดซึ่งกระทํารวมกัน  ทําใหหักลางกันไป 
5.  ดังนั้นจะเหลือแรงคูควบ Q  และ -Q   นั่นคือเราสามารถแปลงแรงคูควบ F1 และ  -F1    มาอยูใน
รูปนี้ได 
6.   โมเมนตของแรงคูควบ  Q  และ -Q   อาจคํานวณไดจากโมเมนตของ   Q  รอบจุด  B  และใน
ทํานองเดียวกันโมเมนตของแรงคูควบ F1 และ  -F1  ก็คือ  โมเมนตของ   F1  รอบจุด  B 
7. จากทฤษฎีของวาริยอง  โมเมนตของ  F1จะเทากับผลรวมของโมเมนตของแรงองคประกอบ P  
และ   Q ซ่ึงเปนแรงองคประกอบของ  F1 แตเนื่องจากโมเมนตของ  P รอบจุด  B  เทากับ  ศูนย 
8.  ดังนั้นโมเมนตของแรงคูควบ Q  และ -Q  ตองเทากับโมเมนตของแรงคูควบ  F1 และ  -F1  จาก
สมการ 3.49  เขียนไดเปน 
  
                                   Qd    และ                          2 1 1 2Fd F d= = 2 2Q F=

 
9.  ดังนั้นแรง  Q  และ -Q  จะเทากับแรง F2 และ  -F2  ตามลําดับ  และ  แรงคูควบในรูปที่  3.34(a) 
จะสมมูลกันแรงคูควบในรูปที่  3.34(d) 
 
คราวนี้ พิจารณาแรงคูควบ  2  คู  ซ่ึงอยูในระนาบ  P1  และ  P2 ซ่ึงเปนระนาบซึ่งขนานกัน  ดูรูปที่ 
3.35(a)  และ  3.35(d)   
ตองการพิสูจนวา  แรงคูควบทั้ง  2  คูจะสมมูลกันถาแรงคูควบทั้งคูมีโมเมนตเทากัน 
 
สมมติใหแรงคูควบทั้ง  2  คู  ประกอบขึ้นดวยแรงซึ่งมีขนาด     F  เทากันและมีแนวกระทําขนาน
กันดังรูปที่  3.35(a)  และ  3.35(d)   
 

เรียบเรียงโดย ผศ.ประสิทธิ์  จึงสงวนพรสุข  คณะวิศวกรรมศาสตร  มหาวิทยาลัยขอนแกน 



สถิตศาสตร        บทที่ 3 วัตถุคงรูป : ระบบแรงซึ่งสมมูล 3 - 41 

 
 

(a)   (b)  (c)   (d) 
รูปท่ี 3.35  (Beer, 1988: 89) 

 
ถาสามารถแปลงใหแรงคูควบในระนาบ  P1  ไปเปนแรงคูควบในระนาบ  P2 ได  ก็แสดงวาแรงคู
ควบคูนี้สมมูลกัน 
 
วิธีการแปลง 
 
1.  พิจารณาระนาบซึ่งประกอบขึ้นจาก  F1 และ  -F2 และระนาบซึ่งประกอบขึ้นจาก  -F1 และ  F2  ดู
รูปที่ 3.35(b) 
2.  ใสแรง  F3   ซ่ึงเทากับ  F1 และ  -F3  ซ่ึงเทากับ  -F1 ลงบนแนวซึ่งระนาบ  2  ระนาบขางตนตัดกัน 
3.  แรงคูควบซึ่งเกิดจาก  F1 และ  -F3    อาจถูกแทนดวยแรงคูควบซึ่งเกิดจาก  F3    และ  -F2   เนื่อง
จากแรงคูควบทั้ง  2  คูมีโมเมนตเทากันและอยูในระนาบเดียวกัน 
4.  ในทํานองเดียวกัน แรงคูควบ  -F1 และ  F3    อาจถูกแทนไดดวยแรงคูควบ  -F3    และ  F2   
5.  กําจัดแรง   F3     และ  -F3       ออกไป  เนื่องจากมีขนาดเทากันแตมีทิศทางตรงขามกัน  กระทํา
อยูในแนวเสนตรงเดียวกัน 
6.  จะเหลือแรงคูควบ  F2  และ  -F2 ดังรูปที่  3.35(d)  ในระนาบ   2P
 
ดังนั้นสรุปไดวา  แรงคูควบ  2  คู  ซ่ึงมีโมเมนตเทากันจะสมมูลกัน ไมวาจะอยูในระนาบเดียวกัน 
หรืออยูคนละระนาบซึ่งขนานกัน  นั่นคือเมื่อแรงคูควบกระทําตอวัตถุคงรูป ตําแหนง ขนาดและทิศ
ทางของแรงคูควบนั้นไมมีนัยสําคัญ  ส่ิงเดียวที่เกี่ยวของคือ ขนาดและทิศทางของโมเมนตของแรงคู
ควบนั้น  นั่นคือแรงคูควบซึ่งมีโมเมนตเหมือนกันจะกอใหเกิดผลตอวัตถุคงรูปเหมือนกัน 
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3.14  การรวมแรงคูควบ    
 
พิจารณาระนาบ   และ   ซ่ึงตัดกัน  มีแรงคูควบ  2  คูกระทําในระนาบ  และ   ตามลําดับ  
ดูรูปที่ 3.36  

1P 2P 1P 2P

 

   
(a)         (b) 
รูปท่ี 3.36  (Beer, 1988: 90) 

 
ใหแรงคูควบในระนาบ    ประกอบดวยแรง  F1P 1 และ  -F1    ซ่ึงตั้งฉากกับแนวเสนตรง AB ซ่ึง
ระนาบทั้ง 2 ตัดกัน  และใหกระทําที่จุด A และ  B  ทํานองเดียวกันใหแรงคูควบใน   ประกอบ
ดวยแรง  F

2P

2 และ  -F2    กระทําที่  A และ  B  ตามลําดับโดยตั้งฉากกับแนว  AB จะพบวาแรงลัพธ  
R  ของ  F1 และ  F2    และ  -R  ของ -F1 และ  -F2   เกิดเปนแรงคูควบขึ้น  1  คู  ให  r เปน  เวกเตอร  
เชื่อมตอจากจุด  B ไปยัง   A 
จากนิยามของโมเมนตของแรงคูควบ  M  จะได 
 

( )= × × 1 2M r R = r F +F  
 
และจากทฤษฎีของวาริยองได   
 

= × ×1 2M r F +r F  
 
 
แตพจนแรกในนิพจนขางตนแทนโมเมนต  M1 ของคูควบในระนาบ    และพจนที่สองแทน  M1P 2  
ของคูควบในระนาบ     ดังนั้น      2P

 
= 1M M +M2       (3.50) 
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สรุปไดวา   ผลรวมแบบเวกเตอรของโมเมนตของแรงคูควบ M1 และ  M2  จะเทากับ  โมเมนตของ
แรงคูควบ M  1  คู  ดูรูปที่ 3.36(b)   
 
3.15  แรงคูควบแทนไดดวยเวกเตอร   
 
จากหัวขอ  3.13  แรงคูควบซึ่งมีคาโมเมนตเหมือนกัน  จะสมมูลกันไมวาแรงคูควบเหลานั้นจะ
กระทําบนระนาบเดียวกัน  หรือระนาบซึ่งขนานกัน 
 
ดังนั้นจึงไมจําเปนตองเขียนตัวแรงจริง ๆ ซ่ึงทําใหเกิดแรงคูควบ  เพื่อแสดงผลของการกระทําตอ
วัตถุคงรูป ดูรูปที่  3.37(a)  เพียงแตเขียนลูกศรซึ่งแทนขนาดและทิศทางของโมเมนตของแรงคูควบ
นั้นก็เปนการเพียงพอ ดูรูปที่ 3.37(b) 
 

 
รูปท่ี 3.37  (Beer, 1988: 90) 

 
จากหัวขอ  3.14  พบวาผลรวมของแรงคูควบ  2  คู จะไดผลออกมาเปน  แรงคูควบ  1  คู  ซ่ึงก็คือ
โมเมนต M ของแรงลัพธของแรงคูควบอาจหาออกมาไดจากการรวมแบบเวกเตอรของโมเมนต  M1 
และ  M2  ของแรงคูควบ  2  คู  ดังนั้นแรงคูควบจะเปนไปตามกฎของการรวมเวกเตอร และลูกศรใน
รูปที่  3.37(b) ซ่ึงแทนแรงคูควบในรูปที่  3.37(a) นั้นก็คือ  เวกเตอรหนึ่งเวกเตอรนั่นเอง 
 
เวกเตอรซ่ึงแทนแรงคูควบเรียกวา  เวกเตอรแรงคูควบ  (couple  vector) 
 
เวกเตอรแรงคูควบนี้ก็เหมือนกับโมเมนตของแรงคูควบคือเปน  เวกเตอรอิสระ  ซ่ึงตําแหนงของจุด
กระทํา อาจเลือกใหกระทําที่จุดกําเนิดก็ได(ถาตองการ)  ดูรูปที่  3.37(c) และเวกเตอรแรงคูควบ M 
ยังอาจแยกออกเปนเวกเตอรองคประกอบ   ในตามแกน  x, y, z  ไดอีกดวย  รูปที่  
3.37(d)  ซ่ึงใชแทนแรงคูควบซึ่งกระทําในระนาบ  yz, zx และ  xy  ตามลําดับ 

, ,x yM M M z
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3.16  การแยกแรง  1  แรงใด ๆ  ใหเปนแรง  1  แรงกระทําท่ี  O และแรงคูควบ  1  คู 
 
พิจารณาแรง  F  ซ่ึงกระทําตอวัตถุคงรูปที่  A ซ่ึงตําแหนง  A นี้นิยามดวยเวกเตอรตําแหนง  r   ดูรูป
ที่  3.38(a)   
 

 
รูปท่ี 3.38  (Beer, 1988: 91) 

 
ถาตองการใหมีแรงกระทําที่จุด O  แมวาจะสามารถเลื่อน  F  ไปตามแนวกระทําเดิมตามหลักการสง
ถายแรง  แตก็ไมสามารถเลื่อนแรง  F  ไปยังจุด  O  ซ่ึงไมไดอยูในแนวกระทําของแรง  F  ได  ถา
ปราศจากการปรับเปลี่ยนลักษณะการกระทําของแรง  F  ซ่ึงกระทําตอวัตถุคงรูปนั้น 

 
เราสามารถใสแรง  2  แรงใหกระทําที่จุด  O  โดยใหแรงหนึ่งเปน F และอีกแรงเปน  -F  ซ่ึงผลที่
กระทําตอวัตถุคงรูปนี้ยังคงเหมือนเดิม  ดูรูปที่  3.38(b)   ทําใหไดแรง  F  กระทําที่จุด  O  และแรง  
2  แรงที่มีลักษณะเปนแรงคูควบ  1  คู  ซ่ึงมีโมเมนตรอบ  O,  M r     O = ×F

 
ดังนั้นแรง  F  ใด ๆ ซ่ึงกระทําตอวัตถุคงรูปหนึ่ง  อาจถูกยายไปใหกระทําที่จุด  O  ได โดยการเพิ่ม
แรงคูควบเขาไป  1  คู  ซ่ึงมีโมเมนตเทากับโมเมนตของแรง  F  รอบจุด  O  นั้น   

 
แรงคูควบซึ่งพยายามกระทําตอวัตถุคงรูปหนึ่งในลักษณะซึ่งทําใหเกิดการหมุนรอบ O  เหมือนกับ
แรง  F  ซ่ึงพยายามกระทําตอวัตถุนั้นกอนที่จะถูกยายไปยังจุด  O  แรงคูควบนั้นสามารถแทนได
ดวย  เวกเตอรแรงคูควบ  ซ่ึงตั้งฉากกับระนาบซึ่งประกอบขึ้นจาก  r  และ  F   OM

 
เนื่องจาก      เปนเวกเตอรอิสระ  จึงสามารถใหกระทําที่จุดใด ๆ ก็ได  แตเพื่อความสะดวกจะ
ใหเวกเตอรแรงคูควบกระทําที่จุด  O   พรอมดวยแรง F    การรวมกันอยูในลักษณะนี้เรียกวา  ระบบ
แรงและแรงคูควบ (force-couple  system)  ดูรูปที่ 3.38(c) 

OM
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ถาให  F    ยายจาก  A ไปยังจุดอื่น  O’  ดูรูปที่  3.39(a) และ  3. 39(c)  ใหโมเมนต  M r  
เปนโมเมนตของ  F    รอบจุด  O’ แลว  จะไดระบบแรงและแรงคูควบระบบใหมซ่ึงประกอบดวย  F 
และเวกเตอรแรงคูควบ   รอบจุด  O’   

'O = ×' F

'OM

 

 
รูปท่ี 3.39  (Beer, 1988: 92) 

 
ความสัมพันธระหวางโมเมนตของ  F  รอบจุด  O  และจุด  O’  เปนดังนี้ 
 

( )'O = × × = × + ×M r' F = r + s F r F s F

×F

 
 
หรือ 
                                (3.51) 'O O=M M +s

           
เมื่อ  s  เปนเวกเตอรเชื่อมตอจุด  O’  ไปยัง  O 
 
นั่นคือ  โมเมนต  M  ของ  F  รอบ  O’  หาไดจากการรวมโมเมนต   ของแรง  F  รอบ O กับ
ผลคูณเชิงเวกเตอร  s   ซ่ึงแทนโมเมนตรอบ O’  ของแรง  F  ซ่ึงกระทําที่จุด O  จากผลที่ไดนี้
สรุปไดวา ในการยายระบบแรงและแรงคูควบจาก  O  ไปยัง  O’   ดูรูปที่  3. 39(b) และ 3. 39(c) นั้น
เวกเตอรแรงคูควบ  M สามารถยายไปที่ O’   ไดอยางอิสระ  แตจะตองเพิ่ม    ดวยเวกเตอร
แรงคูควบ  s  ซ่ึงเปนโมเมนตของแรง  F  รอบ  O’   (จากเดิมซึ่ง  F  กระทําที่จุด  O)  ดังนั้น  
เวกเตอรแรงคูควบ  M  ตองเทากับผลรวมของ   และ   

'O

×

F

O

OM

F

O

'

OM

×

OM ×s F

 
ในทางกลับกัน  ก็สามารถเปลี่ยนระบบแรงและแรงคูควบระบบหนึ่งใหกลับมาเปนแรงเดี่ยว  1  
แรง  ซ่ึงสมมูลกับระบบนั้นได  ซ่ึงทําไดโดยยาย  F  ไปในระนาบซึ่งตั้งฉากกับ  จนกระทั่ง
โมเมนตรอบจุด   O  เทากับ เวกเตอรแรงคูควบ  M  ซ่ึงตองการกําจัดไป 

OM

O
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