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บทที่ 2 สถิตยศาสตรของอนุภาค
หมายถึงวัตถุสวนที่เล็กมากจนมีลักษณะเปนเพียง
จุดๆหนึ่ง แรงที่เกิดขึ้นในอนุภาคจึงเปนแรงกระทํา
รวมกันที่จุดๆหนึ่ง

อนุภาค

เนื้อหา
2.1 ระบบของแรง 
2.2 แรงลัพทของระบบแรง 
2.3 แรงลัพทของแรงหรือเวคเตอร 
2.4 การรวมแรงหรือเวคเตอร 
2.5 การแตกแรงใหเปนแรงยอย 
2.6 แรงยอยคูฉาก 
2.7 การรวมแรงโดยการแตกแรงใหอยูในแกน x และ y
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2.8   สมดุลของอนุภาค
2.9   กฎขอที่ 1 ของนิวตันเกีย่วกับการเคลื่อนที่
2.10 ปญหาเกีย่วของกับสมดุลของอนุภาค
2.11 แรงยอยซึ่งตั้งฉากกนัของแรงในสามมิติ
2.12 แรงซึ่งแทนขนาดดวยความยาวของเสนตรง

และทิศทางแทนดวยคาผลตางของระยะทาง
ระหวางจุด 2 จุด บนแนวแรงนั้น

2.13 การรวมแรงซึ่งมีจุดที่แนวแรงทั้งหมดมาตัดกัน
หรือพบกนัในสามมิติ

2.14 สมดุลของอนุภาคในสามมิติ
วัตถุประสงค

เพื่อศึกษาถึงผลที่เกิดกับอนุภาคใดๆ 
เมื่อมีแรงกระทําในลักษณะตางๆกัน
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บทที่ 2 สถิตยศาสตรของอนุภาคบทที่ 2 สถิตยศาสตรของอนุภาค

คําวา “ระบบ” ตองมีสิ่งเกีย่วของตั้งแตสองสวนมาสัมพันธกนั
 ดังนั้น ระบบแรง จึงตองมีแรงตั้งแต 2 แรงขึ้นไป

 มาสัมพันธกนั หรือมากระทําตอวัตถุรวมกนั
แรงที่มากระทําตอวัตถุ มี 2 ลักษณะใหญๆ ดังนี้

1. Coplanar Force System1. Coplanar Force System
ทุกแรงอยูในระนาบเดียวกัน  (พื้นผิว 2 มิติ)

2. Non Coplanar2. Non Coplanar
แรงไมอยูในระนาบเดียวกันทั้งหมด (รูปทรง3 มิติ)

ระบบแรง
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1 Collinear อยูในแนวเสนตรงเดียวกันทั้งหมด

แยกเปนระบบยอยๆได 7 ระบบ ดังนี้

2. Concurrent Coplanar
ทุกแรงอยูในระนาบเดยีวกัน มีแนวตดักนัที่จุดๆเดยีว
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4. Non Concurrent Nonparallel Coplanar
อยูในระนาบเดียวกนั ไมขนานกัน ไมตดักันที่จุดเดียวกันทั้งหมด

5. Concurrent Noncoplanar
อยูในสามมติิ แตแนวแรงตดักัน  ที่จุดเดียวกนัทั้งหมด

3. Parallel Coplanarทุกแรงขนานกันอยูในระนาบเดียวกันทั้งหมด
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6. Parallel Noncoplanar ขนานกันในสามมติิ

7. Nonconcurrent Nonparallel Noncoplanar
อยูในสามมติิ ไมขนานกัน

แนวแรงไมตดักนัที่จุดเดยีวกันทั้งหมด
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2.2 แรงลพัทของระบบแรง2.2 แรงลพัทของระบบแรง

คือ พฤติกรรมหรือผลลัพทสดุทายที่ปรากฏ อาจจะ  
เปนระบบแรงอยางงายหรือนอยที่สดุ 
ที่สามารถแทนระบบแรงเดิมได 
โดยมลีักษณะผลลัพทสดุทายทีแ่ตกตางกันดังนี้
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แรงลัพทที่เปนแรงเดี่ยว 1 แรง  (R) R

แรงลัพทที่เปนแรงคูควบ 1 คู  (MC) MC

แรงลัพทที่เปนแรงเดี่ยว 1 แรง(R)
และ แรงคูควบอกี 1 คู(MC) MC

R

ผลลัพทของแรงที่กระทาํตอวัตถ ุแบงปน 2 สวน

คือแรงที่เกิดขึ้นในเนื้อวัตถุ
1. ผลที่อยูภายนอก คือแรงกระทําและแรงปฏิกิริยา
2. ผลที่เกิดภายในวัตถุ
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อนุภาค
2 มิติ
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ระบบแรงใน 2 มิติ   (ระนาบเดียวกัน)ระบบแรงใน 2 มิติ   (ระนาบเดียวกัน)
2.3 แรงลพัทของแรง 2 แรง ซึ่งกระทาํตออนุภาค2.3 แรงลพัทของแรง 2 แรง ซึ่งกระทาํตออนุภาค
การทีจ่ะบอกกลาวถึงแรงกระทาํใดๆ ตองพูดถึง
คุณลักษณะ 3 ประการของแรงนั้น คอื

28ฐ
20 N

A
1. จุดที่แรงกระทาํ
2. ขนาดของแรง
3. ทิศทางของแรง
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2.4 การรวมแรงหรือรวมเวคเตอร2.4 การรวมแรงหรือรวมเวคเตอร
กรณแีรง 2 แรง มีแนวของแรงตดักนัที่จุดๆหนึ่ง

ใชสี่เหลี่ยมดานขนานแทนแรง
ใชสามเหลี่ยมแทนแรง

φθ
α

F1

F2 R

*** คาของแรง ก็คือ ความยาวดานของรูปเหลี่ยมแทนแรงนั้น ***

R จะเปนแรงลัพทของ
F1 และ F2

ใช Cosine Law

ใช Sine Law

F1F2

φθ
α

RF2
F1

Free vector F1 ไปตอ F2

R2=F1
2+F2

2−2F1F2(cos θ)

F1/sin α = F2/sin φ = R/sin θ
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2.5 การแตกแรงใหเปนแรงยอย2.5 การแตกแรงใหเปนแรงยอย

แรงเดี่ยว 1 แรง สามารถแตกแยกออกเปนแรงยอย 2 แรง 
ได 2 กรณ ีดงันี้

กรณี แรงยอยไมตั้งฉากกัน

1. มีแรง F ตองการแตกเปนแรง P และ Q

ทราบคาและทศิทางแรงยอย 1 แรง(P)
ตองการหาแรงที่เหลือ(Q)

เขียนสามเหลี่ยมแทนแรง
หาคามุมภายในสามเหลี่ยมของแรง
ใช Sine Law หรือ Cosine Law หาคา Q

P

Q
F

α β

Q



รศ.ประเสริฐ ดํารงชัย                                               
สถิตยศาสตรของอนภาค

14

ใช Sine Law หรือ Cosine Law คํานวณหาคาแรง F

F

Q

P
2. ทราบแรงยอยตองการหาคาแรง F

จากแรง P และ Q

เขียนสี่เหลี่ยมดานขนานแทนแรง
เสนทะแยงมุมคอืคาแรง F
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ตัวอยาง 2.1 ตัวอยาง 2.1 ขอมูล   แรง 2 แรง P และ Q 
กระทาํทีส่ลัก A

วิธีทํา
1. โดยวิธีกราฟฟก

Q=60 N

P=40 NA

R
α

หรือเขียนเปน R = 98 N           35ฐ

ปญหา  ตองการทราบแรงลัพทของแรงทั้ง 2

Q=60 N
P=40 N25ฐA 20ฐ

นําคาแรงมาเขียนสี่เหลี่ยมดานขนานแทนแรง
ดวยมาตราสวนที่ถูกตอง วัดคา R และทิศทางคือมุม α

R = 98 N α = 35ฐ
แรงลัพท 98 N ทํามมุกับแนวราบ 35ฐ
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ตัวอยาง 2.1ตัวอยาง 2.1

2. โดยวิธีคาํนวณ

R = 97.7 N            35ฐ

จากรูปที่เขยีนขึ้น

มุมระหวาง P กับ Q เทากับ 25ฐ

Q=60 NR
C

25ฐ155ฐ
P=40 NA B20ฐ

Q=60 N

25ฐ

เพราะฉะนั้น มุม ABC เทากับ 180-25 = 155ฐ
ใช Cosine Law หาคา R

R2 = P2+Q2-2PQ(cos155ฐ) ;  R = 97.7 N
ใช Sine Law หาคามมุเพื่อแสดงทิศทางของ R : α

R/sinB = Q/sinA
sinA = QsinB/R ;  A = sin-1(QsinB/R)

มุมBAC = 15ฐ ; α = 15ฐ +20ฐ = 35ฐ

α

BA
CR

P
Q
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ตัวอยาง 2.2ตัวอยาง 2.2 ขอมูล   

 รถยนต ถูกฉุดดวยเชือก 2 เสน คือ  
T1, T2 แรงลัพทจาก
T1 และ T2 มีคา 300 N 

และมีทิศทาง  ขนานกับแกนตัวรถ

ปญหา  ใหหาคาตอไปนี้
ก. แรงดงึในเชือกแตละเสน เมื่อ  α = 30ฐ
ข. คาของมุม α ที่ทําใหแรงดงึใน T2 นอยที่สดุ

T1

T2



รศ.ประเสริฐ ดํารงชัย                                               
สถิตยศาสตรของอนภาค

18

ตัวอยาง 2.2ตัวอยาง 2.2

วิธีทํา

R  = 300 N α =  30ฐ

T1/sin30ฐ = T2/sin20ฐ = 300/sin130ฐ

ก. หา T1, T2 เมื่อ α = 30ฐ

T2

T1

R30ฐ
20ฐ

130ฐ T2
30ฐ

ฎ T2 = 133.9 N
จะได T1/sin30ฐ = 300/sin130ฐ ฎ T1 = 195.8 N

T2/sin20ฐ = 300/sin130ฐ

ใช Sine Law

T1

T2
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ตัวอยางที่ 2.2ตัวอยางที่ 2.2

ข. หาคามมุ α ที่ทําใหคา T2 นอยที่สดุ

จากปลาย R ลากเสนปดมายังแนว T1 จะเปน T2

เขียนแรงลัพท R ขนาด 300 ในแนวแกนรถ
เขียนแนวแรง T1 ทํามมุกับ R = 20ฐ

เสนตัง้ฉากจะสั้นที่สดุ คือ T2 นอยที่สดุนั่นเอง

R=300

T2T1

20ฐ
α

90ฐ

มุม α จะเทากับ 90ฐ - 20ฐ =  70ฐ

α
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ตัวอยางที่ 2.2 ตอตัวอยางที่ 2.2 ตอ

ข. หาคา T2 นอยที่สดุ

ฎ T2 =  102.6 N,
T2/sin20ฐ = 300/sin90ฐ = T1/sin70ฐ
ใช sine law หาคา T2

T2 นอยที่สดุ 102.6 N เมื่อ α = 70ฐ

T2/sin20ฐ = 300/sin90ฐ

R=300

T2T1

20ฐ
α

90ฐ

α

มุม α = 70ฐ
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2.6 แรงยอยคูฉาก2.6 แรงยอยคูฉาก  แรงยอยตัง้ฉากกัน

เปนการแตกแรง 1 แรง ใหเปนแรงยอย 2 แรง ซึ่งตัง้ฉากกัน

FFY

FX

Y

X
O

θ

เมื่อ i และ j เปน Unit Vector 
ในแกน X และ Yตามลําดบั

FX = Fcos θ

θ

F

XO

Y

j
i

พิจารณาแบบ สกาลา (Scalar)

พิจารณาแบบเวคเตอร (Vector)

F2 =  FX
2 + FY

2FY =  Fsin θ

จะได และ F  =  FXi + FYj

FY= FYj

FX= FXi
FX = FXi  ;  FY = FYj
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ตัวอยาง 2.3 ขอมูล   แรง 800 N พุงออกจาก สลัก A
ปญหา  หาแรงยอยคูฉากของแรง 800 N

วิธีทํา
F=800 N

A35ฐ
FX = Fcos θ = 800cos145ฐ = -655 N
FY = Fsin θ = 800sin145ฐ = +459 N

จะเห็นวา เมื่อใช คามมุ θ วัดเทียบกับแกน X+ θ =145ฐ
เครื่องหมาย +, - จะบอกถึงทิศทางของแรงย่อยตามระบบเวคเตอร์

F=800 N
y

A

FY

FX

35ฐ θ =145ฐx

แบบสกาลา

เขียนเปนแบบเวคเตอร
F  =  FXi + FYj
F  =  (-655)i + (495)j
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เมื่อเปนการหาคาแรงลัพทของแรง 2 แรงซึ่งตั้งฉากกนั
แนวหรือทิศทางของแรงลัพท 
บอกเปนคามุมทีแ่รงทํากับแนวราบหรอืแกน X
และหาคามมุนี้ไดโดยทฤษฎตีรีโกณ

tanθ = FY/FX

θ =  tan-1(FY/FX) Fx

Fy

θ
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ตัวอยาง 2.5ตัวอยาง 2.5
y

FX=700 N
xF Y

=1
50

0 
N

F
θ

วิธีทํา

- เขียนรูปแสดงแรงยอยทั้งสอง ตามขนาดและทศิ   
ทางจากเครื่องหมายในขอมูล

- เขียนสี่เหลี่ยมดานขนานแทนแรง ความยาวเสน
ทะแยงมุมคอืแรง F บอกทิศทางดวยมมุ θ

ขอมูล     มีแรงกระทําตอหมุด A ดังนี้
F = (700 N)i + (1500 N)j

ปญหา    ใหหาขนาดและทศิทางของแรง F
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tan θ = FY/FX = 1500/700 = 2.14286 ;
θ = tan-1(2.14286)  =  65ฐ

คาของแรงเปนเสมือนความยาวดาน

ตัวอยาง 2.5 ตัวอยาง 2.5 

FY = Fsin65 ;     
F  =  FY/sin65  =  1500/0.9063

F  =  1655 N
FX=700 N

xF Y
=1

50
0 

N

F
θ
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ตัวอยาง 2.4ตัวอยาง 2.4 ขอมูล  ชายคนหนึ่ง ดึงเชือกจากหลังคา   
อาคารทีจุ่ด A ดวยแรง 300 N 
ดังรูป

ปญหา  ใหหาแรงยอย ตามแนวราบ-
แนวดิง่ ในทิศทางที่พุงออกจาก A

วิธีทํา

A

8 ม

6 ม
B

จากความสมัพันธของ   มุมฉาก
หาความยาว AB ไดเทากับ  10 ม

จะได cosα = 8/10   = 0.8 
sinα = 6/10   = 0.6

θ
α F=300N

B

A

6 ม
8 ม

x
y
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ปญหา  ใหหาแรงยอย ตามแนวราบ-
แนวดิ่ง ในทศิทางที่พุงออกจาก A

แรงยอยในแนวราบ FX = Fcosα
แรงยอยในแนวดิง่ FY = Fsinα

FX = 300(0.8) = 240 N
FY = 300(0.6) = 180 N

ดูจากรูป FX มีทิศทางเปน+ FY มีทิศทางเปน-

ตัวอยาง 2.4 ตัวอยาง 2.4 

เขียนเปนรูป Vector
F = (240N)i + (-180N)j
F = (240N)i -(180N)j

A

8 ม

6 ม
B

θ
α F=300N

B

A

6 ม
8 ม

x
y
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PYj
y

x

2.7 การรวมแรงหลายแรง โดยอาศยัการแตกแรงเขาสูแกน X-Y2.7 การรวมแรงหลายแรง โดยอาศยัการแตกแรงเขาสูแกน X-Y

กรณมีีแรงกระทําตออนุภาคหลายแรง
สามารถหาคาแรงลัพทได

A
S

P

Q
PXi

SYj

SXi
QXi

QYj
RY

RX

R
θ

P

Q

S
A หาคามุมที่แตละแรงกระทําตอแกน X

ดวยการตั้งแกน X-Y  ผานจุดอนุภาคนัน้

แตกแรงทั้งหมดเขาสูแกน X-Y
รวมแรงในแนวแกนแตละแกน
ใหเหลือแรงเดี่ยว 1 แรง
รวมแรง 2 แรง จากแกน X และแกน Y
จะไดแรงลัพท R
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P

Q

S
A

R

แรง 3 แรง P, Q, S กระทําตออนุภาค A
 ให R เปนแรงลัพทของแรงทั้ง 3
เขียนเปนรูป Vector จะได

R  = RXi + RYj  =  P + Q + S
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y

xA

x

y

P

Q

S

A

จะได RX = PX+QX+SX หรือ = Σ FX
RY = PY+QY+SY หรือ = Σ FY

P
PYj PXi

Q
QXiQYj

แตกแรงใหเปนแรงยอยคูฉากในแกน x - y

RXi + RYj  = PXi+PYj+QXi+QYj+SXi+SYj
= (PX+QX+SX)i + (PY+QY+SY)j

tan θ =  RY/RX ;     θ =  tan-1(RY/RX)

RY

RX
θ

R R  =     RX
2 + RY

2

R = RXi + Ryj  ;       R2 = RX
2 + RY

2

S SYj
SXi
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ตัวอยาง 2.6ตัวอยาง 2.6

ขอมูล  แรง 4 แรง 
กระทาํตอสลกัเกลียว A

ปญหา  ใหหาแรงลัพทของแรงทั้ง 4

20ฐ
30ฐ15ฐ

F2=80 N F1=150 N

F4=100 N
F3=110 N

วิธีทํา

แตกแรงทั้ง 4 ใหเปน
แรงยอยในแกน X-Y 
ทั้งหมด

F1F2

F3

F4

x

y
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RY =14.3

RX=199.1

R
α

F1 150       +129.9       +75.0

รวม +199.1    +14.3

F2 80          -27.4       +75.2
F3 110       0.0     -110.0
F4 100    +96.6 -25.9

F1F2

F3

F4

x

y แรง   ขนาด,N แรงยอย X   แรงยอย Y



รศ.ประเสริฐ ดํารงชัย                                               
สถิตยศาสตรของอนภาค

33

R  =  RXi + Ryj   
=  (199.1N)i + (14.3N)j

RY =14.3

RX=199.1

R
α

α =  tan-1(14.3/199.1) = 4.1ฐ

R   =  199.6 N               41ฐ
R  = (199.1)2+(14.3)2 =  199.6 N
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2.8 สมดลุของอนภุาค (Equilibrium of a Particle)2.8 สมดลุของอนภุาค (Equilibrium of a Particle)
กฎขอที่ 1 ของนวิตัน

“อนุภาคจะอยูนิ่ง เมื่อแรงลัพทเทากบัศนูย”
สภาวะนี้เรียกวา

“สมดุล”

A
100 N

100 N
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ปจจัยตางๆที่เกี่ยวของในสภาวะสมดุลของอนุภาคปจจัยตางๆที่เกี่ยวของในสภาวะสมดุลของอนุภาค

1. เมื่ออนุภาคถกูกระทาํดวยแรง 2 แรง1. เมื่ออนุภาคถกูกระทาํดวยแรง 2 แรง

A
100 N100 N

ตองมีขนาดเทากัน

แรง 2 แรงนั้น 

อยูในแนวเสนตรงเดียวกัน
มีทิศทางตรงกันขาม
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A F1=300 N

F4=400 N

F3=200 N F2=173.2 N

2. เมื่ออนุภาคถกูกระทาํดวยแรงมากกวา 2 แรง

และ Σ FX = 0 ;   Σ FY = 0    

เมื่อแตกแรงทั้งหมดเปนแรงยอยคูฉาก จะได
Σ F = (Σ FX)i + (Σ FY)j  =  0
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F2=173.2 N

F1=300 N

F3=200 N
F

4 =400 N

ตามลกัษณะหัวตอทาย(Tip to Tail)

A F1=300 N

F4=400 N

F3=200 N
F2=173.2 N

3. เมื่อเขยีนรูปเหลี่ยมแทนแรง

จะไดรูปเหลี่ยมปดพอดี

แสดงวาแรงลัพทไมมี หรือเทากับศูนย
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2.9 กฎของนวิตนัเกี่ยวกับการเคลือ่นที่ 
(Newton’s First Law of Motion)

2.9 กฎของนวิตนัเกี่ยวกับการเคลือ่นที่ 
(Newton’s First Law of Motion)

“ถาแรงลัพทที่กระทาํตออนุภาคเทากับศนูย 
อนุภาคจะอยูนิ่ง
หรือเคลือ่นที่ในแนวเสนตรง ดวยความเร็วคงที่”

ดังนั้น สภาวะสมดุลเกิดขึ้นไดทั้งขณะอยูนิ่งหรือขณะเคลื่อนที่
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2.10 ปญหาซึ่งเกี่ยวของกบัสมดุลของอนุภาค2.10 ปญหาซึ่งเกี่ยวของกบัสมดุลของอนุภาค

แผนภาพวัตถุอสิระ Free Body Diagram (FBD)

60ฐ
80ฐ

40ฐ

30ฐ

50ฐ

TAC

TAB

736 N

736 N

30ฐ50ฐ

736 N

TACTAB

b)Free Body Diagram

a) Space Diagram
c) Force Diagram
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จะสามารถมองเห็นความสัมพันธของระบบแรงไดชัดเจนจะสามารถมองเห็นความสัมพันธของระบบแรงไดชัดเจน

เมื่อเขยีนแผนภาพวัตถุอิสระจากรูปภาพแลวเมื่อเขยีนแผนภาพวัตถุอิสระจากรูปภาพแลว

และ สามารถคํานวณหาคาตางๆไดงายขึน้และ สามารถคํานวณหาคาตางๆไดงายขึน้
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ตัวอยาง 2.7ตัวอยาง 2.7

ขอมูล    หีบใบหนึ่งมีมวล 75 กก 
ถูกดงึขึ้นหอยไวนิ่งๆดวยเชือก AB และ AC

ปญหา    ใหหาแรงดึงในเสนเชือกทั้งสอง

A

CB
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ตัวอยาง 2.7 ตัวอยาง 2.7 
วิธีทํา

น้ําหนักหีบ W = mg = 75x9.81 = 736 N

Σ FX = (-TABcos50ฐ)+(TACcos30ฐ) = 0
Σ Fy = (TABsin50ฐ)+(TACsin30ฐ)-W = 0

30ฐ50ฐ

736 N

TACTAB

จากรูปภาพ เขยีนแผนภาพวตัถอุิสระ FBD

แกปญหาโจทย 
โดยวธิีแตกแรงและสมการสมดลุ

Σ FX =  TABX +  TACX = 0

แกสมการ ได TAB = 647 N และ TAC = 480 N

y

xA
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ตัวอยาง 2.7 ตัวอยาง 2.7 

แกปญหาโจทยโดยสามเหลี่ยมแทนแรง เนื่องจากมีแรง 3 แรง

 ได TAB = 647 N  และ  TAC = 480 N

คาํนวณหามุมภายในสามเหลี่ยมของแรง

TAB / sin60ฐ= TAC / sin40ฐ= 738 / sin80ฐใช Sine law

จับคูแกสมการ

30ฐ50ฐ

736 N

TACTAB

60ฐ
80ฐ

40ฐ

30ฐ

50ฐ

TAC

TAB

736 N
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ตัวอยาง 2.8ตัวอยาง 2.8
ขอมูล   แรง F กระทําตอกลองซึ่งมีมวล 30 kg 

กลองวางบนพื้นเอียง  ไมมีความฝด

ปญหา    ใหหาขนาดและทิศทางของแรง F ซึ่ง      
นอยที่สุด ที่ทาํใหกลองอยูในสภาวะสมดุล

วิธีทํา

แรงปฏิกิริยา P ของพื้นทําตอ
กลองจะตั้งฉากกับพื้นเอียง 
เพราะพื้นไมมีความฝด

FP W15ฐ

α

30 kg

เขียน FBD
15ฐ
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ตัวอยาง 2.8 ตัวอยาง 2.8 

เสนปดที่ลากจาก W มา P คือ F

15ฐ

90ฐF

W=30 kg
= 294 N

P75ฐ

30 kg

FP W15ฐ

α

เขียนสามเหลี่ยมแทนแรง

น้ําหนัก W รูคา = 294 N

และจะสั้นที่สดุเมื่อตั้งฉากกับ P 
ซึ่งจะทําให F นอยที่สดุ

และแนว แรง P รูแนวไมรูคา
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ตัวอยาง 2.8ตัวอยาง 2.8

จากสามเหลี่ยมของแรง ซึ่งเปนสามเหลี่ยมมุมฉาก

F/W = sin15ฐ
F = Wsin15ฐ = 294(0.259)

จากรูปเมื่อ F ตั้งฉากกับแนว P มุม α = 15ฐ
แรง F นอยที่สดุคือ 76.1 N  15ฐ

FP W15ฐ

α

15ฐ

90ฐF

W=30 kg
= 294 N

P75ฐ

F  =  76.1  N

30 kg
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ตัวอยาง 2.9ตัวอยาง 2.9

60ฐ15ฐ T1

T2

Q

P

ขอมูล    แรง P=1000 N, แรง Q=1200 N 
กระทําตอจุดตอเชื่อมชิ้นสวนเครื่องบิน

ปญหา   ถาระบบแรงอยูในสภาวะสมดุล
จงหาแรงดึง T1, T2

วิธีทํา เขียน FBD

แลวแตกแรงเขาสูแกน

15ฐ 60ฐ

P

Q
T1

T2
y

x

เนื่องจากระบบแรงมีแรงมากกวา 3 แรง

จึงใชวิธีตั้งแกน X-Y 
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ตัวอยาง 2.9 ตัวอยาง 2.9 

-(1000)j -(1159)i  + (311)j + T1i 
+ T2(cos60ฐ)i + T2(sin60ฐ)j = 0

15ฐ 60ฐ

P

Q
T1

T2
y

x

แทนคาใน (1)

Q =   - (Qcos15ฐ)i    + (Qsin15ฐ)j

จาก R = P + Q + T1 + T2 = 0  --- (1)

P =        0             - (1000)j

T1 =              T1i    +    0
T2 =  T2(cos60ฐ)i  +T2(sin60ฐ)j

Q =     - (1159)i    +    (311)j
Q=1200 N P=1000 N
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รวมกลุม i กับกลุม j

ตัวอยาง 2.9ตัวอยาง 2.9

-(1000)j -(1159)i  + (311)j + T1i 
+ T2(cos60ฐ)i + T2(sin60ฐ)j = 0

[-(1159) + T1 + T2(cos60ฐ)] i 
+ [-(1000) + (311) + T2(sin60ฐ)] j = 0

กลุม j คือ Σ FY= 0 ; -(1000)+(311)+T2(sin60ฐ)= 0 --(3)
กลุม i คือ Σ FX = 0 ;  -(1159)+ T1+T2(cos60ฐ)= 0 --- (2)

แกสมการ (2) และ (3)  ได       T1 = 761 N,   T2 = 795 N
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อนุภาค

3 มิติ
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ระบบแรงใน 3 มติิระบบแรงใน 3 มติิ
2.11 แรงยอยซึ่งตั้งฉากกนัใน 3 มิติ2.11 แรงยอยซึ่งตั้งฉากกนัใน 3 มิติ

พิจารณาแรง FA กระทําที่จดุ O ในแนว OA

โดย C อยูบนระนาบ x - z

ซึ่งอยูในพิกัดฉาก 3 มิต ิx - y - z
แนวแรง FA ทํามมุกับแกน y เทากับ θY

เขียนระนาบดิ่ง OBAC

แนว OC ทํามุมกบัแกน x เทากับ φ

φ

θY x

y

z
O

AFA

B

C
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ระบบแรงใน 3 มติิระบบแรงใน 3 มติิ

แตกแรง FA

และระนาบ x - z   เปน Fh
โดยอาศัยมมุ θY ในระนาบดิง่ OBAC 

ไดแรงยอยของ FA คือ FY กับ Fh

ซึ่งเปนสี่เหลี่ยมมุมฉาก

เขาสูแกน y เปน FY

y

x
z

A
B

C
φ

θY
O

FA

Fh

FY
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ระบบแรงใน 3 มติิ

พิจารณาสี่เหลี่ยมมุมฉาก OECD

จะไดวา

ซึ่งอยูในระนาบ X-Z

แรง Fh ทาํมุมกบัแกน X เทากับ φ
แตกแรง Fh เขาสูแกน X แปน FX

สวน FY ยังคงเหมือนเดิม
และแกน Z  เปน FZ

y

C
φ

x
z

B

O
Fh

FY

E
D

แรงยอยของ FA ในแกนฉาก 3 มิตคิอื 
FX ,  FY และ FZ 

FY

x

y

z
O

FAθY θX

θZ

FXFZ

FXFZ



รศ.ประเสริฐ ดํารงชัย                                               
สถิตยศาสตรของอนภาค

54

สรุปสรุป
มุมที่แนวแรง 
กระทําตอแกน X

 เรียก θX

FX = FcosθX

cosθX = FX/F

A
B

C
D

E
FZ

FY

FX

F

y

x

z

O
มุม ADO เปนมุมฉาก

หรือ

θX



รศ.ประเสริฐ ดํารงชัย                                               
สถิตยศาสตรของอนภาค

55

มุมที่แนวแรง 
กระทําตอแกน Y

 เรียก θY

FY = FcosθY

cosθY = FY/F

y

xA

B

C
D

E
FZ

FY

FX

F

z

O มุม ABO เปนมุมฉาก

หรือ

θY
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มุมที่แนวแรง 
กระทําตอแกน Z

 เรียก θZ

FZ = FcosθZ

cosθZ = FZ/F

มุม AEO เปนมุมฉาก

หรือ

y

x
A

B

C
D

E
FZ

FY

FX

F

z

O

cosθX , cosθY , cosθZ เรียกวา Direction Cosine

θZ



รศ.ประเสริฐ ดํารงชัย                                               
สถิตยศาสตรของอนภาค

57

เปน Unit Vector 

เมื่อ i, j, k 

ในแกน
X, Y, Z ตามลาํดับ

F2 =     FX
2 + FY

2 + FZ
2

เขียนเปนรูปเวคเตอร

F  =  FXi + FYj + FZk

และหาก λ เปน Unit Vector แนว OA
F =  F λ

O

A
O

E

B

C

D
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ตัวอยาง 2.10ตัวอยาง 2.10 ขอมูล     แรง 500 N  ทาํมุมกับแกน 
X,Y,Z เทากับ 60ฐ, 45ฐ, 120ฐ 

ปญหา    หาแรงยอยในแกน X,Y,Z

วิธีทํา

F=500N
y

x
z

θX

θY

θZ

FX =  FcosθX

=  500cos120ฐ = -250 N

F=500N

FX
FZFY x

y

z

=  500cos60ฐ
=  500cos45ฐ = +354 N

= +250 N
FY = FcosθY
FZ = FcosθZ
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ตัวอยางที่ 2.11ตัวอยางที่ 2.11 ขอมูล     แรง F มีแรงยอยในแกน
X,Y,Z  เทากับ 20 lb,

-30 lb, 60 lb ตามลาํดับ

ปญหา    ใหหาขนาดและทศิทางของ
แรง F

F2 =  FX
2 + FY

2 + FZ
2

F2 =  (20)2 +(-30)2 + (60)2

F  =  70  lb

x

y

z

O 20 lb.

30 lb.
60 lb.

F

O x
y

z

FX

FYFZ
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ตัวอยางที่ 2.11ตัวอยางที่ 2.11

cos θY =  FY/F = -30/70
θY =  115.4ฐ

มีทิศทาง θX =  73.4ฐ θY =  115.4ฐ θZ =  31.0ฐ

FX = 20,  FY = -30, FZ = 60, F = 70

cos θX =  FX/F = 20/70 
θX =  73.4ฐ

cos θZ =  FZ/F = 60/70
θZ =  31.0ฐ

แรง F  มีคา 70 lb. 

O x
y

z FθZ

θX

θY

F

O x
y

z

FX

FYFZ
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2.12 แรงซึ่งแทนขนาดดวยความยาวของเสนตรง 

 และทิศทางซึ่ง แทนดวยคาผลตางของระยะทาง
ระหวางจุดสองจุดบนแนวแรงนั้น
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แรง F แทนขนาดดวยเสนตรง MN
มีพิกดั M(X1Y1Z1) และ N(X2Y2Z2)

มี FX, FY, FZ เปนแรงยอยในแกน
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F

dX =  X2 - X1

M(x1,y1,z1)

N(x2,y2,z2)

dX=x2-x1

dY=y2-y1

dZ=z2-z1

y

z
xO

ผลตางของจุดสองจุดบนเสน MN ตามแนวแกน

dY =  Y2 - Y1
dZ =  Z2 - Z1

ถาใหความยาว MN = d
d2 = dX

2 + dY
2 + dZ

2
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จะได FX / dX =  FY / dY = FZ / dZ =  F/d

cos θX = dX / d     
cos θY = dY / d 
cos θZ = dZ / d 

เมื่อใชอัตราสวนแรงตอความยาวดาน

F

M(x1,y1,z1)

N(x2,y2,z2)

dX=x2-x1

dY=y2-y1

dZ=z2-z1

y

z
xO
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2.13 การรวมแรงซึ่งมีจุดแนวแรงทั้งหมด 
มาตดักนัหรือพบกันใน 3 มิติ

2.13 การรวมแรงซึ่งมีจุดแนวแรงทั้งหมด 
มาตดักนัหรือพบกันใน 3 มิติ

ใชหลักการเดียวกับ 2 มิติ

ตั้งแกน X,Y,Z มี Origin ที่ จุดตดั O
แตกแรง P, Q, S เขาสูแกน X, Y, Z

O
P

Q

S

x

y

z

PX, PY, PZจะได

R  =   Σ F

SX, SY, SZQX, QY, QZ



รศ.ประเสริฐ ดํารงชัย                                               
สถิตยศาสตรของอนภาค

66

2.13 การรวมแรงซึ่งมีจุดแนวแรงทัง้หมด มาตัดกันหรือพบกันใน 3 มิติ2.13 การรวมแรงซึ่งมีจุดแนวแรงทัง้หมด มาตัดกันหรือพบกันใน 3 มิติ

RZ =   PZ+ QZ+SZ

R2 = RX
2 + RY

2 + RZ
2

ทิศทางของ R หาไดจาก

RXi +RYj + RZk = (Σ FX)i + (Σ FY)j + (Σ FZ)k
=  (PX +QX+ SX )i + (PY+ QY+SY)j + (PZ+ QZ+SZ)k

RX =   PX +QX+ SX

RY =   PY+ QY+SY

cosθY = RY /R 
cosθX = RX /R

cosθZ = RZ /R

P
Q

S
O x

y

z

RX
RY

RZ

R
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ตัวอยาง 2.12ตัวอยาง 2.12

30 m

40 m80 m

B

O
A

ขอมูล    เสาสูง โยงดวยลวดจาก B ลงมา A
แรงดึงในลวดที่ A เทากับ 2500 N

ปญหา a) หาแรงยอยที่ A
b) มามุม θX, θY, θZ ของแนวแรง AB



รศ.ประเสริฐ ดํารงชัย                                               
สถิตยศาสตรของอนภาค

68

ตัวอยาง 2.12ตัวอยาง 2.12

A(40,0,-30)

B(0,80,0)

O

-30

40

80

F

X

Y

Z

วิธีทํา ใชหลักการ แรง/ความยาวเสน

dZ = Z2-Z1 =  0-(-30)   = 30

(a)
dX = X2-X1 =   0-40       = -40
dY = Y2-Y1 =   80-0       =  80

(เครื่องหมายชี้ใหเห็นทิศทาง)

d = AB =  (-40)2+(80)2+(30)2 = 94.3
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ตัวอยาง 2.12 ตัวอยาง 2.12 

dZ = 30

ทํานองเดียวกัน

dX = -40 dY = 80AB = d = 94.3
จาก FX/F = dX/d

FX =  F(dX/d)  =  (2500)(-40/94.3
FX =  -1060 N

FY =  F(dY/d)   =  2120 N
FZ =  F(dZ/d)    = 795  N

F = (-1060N)i+(2120N)j+(795N)k

A

B

O

-30

40

80

F

X

Y

Z
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ตัวอยาง 2.12ตัวอยาง 2.12
หามมุที่ F ทํากบัแกนทั้งสาม

cosθX = FX/F = -1060/2500 
= -0.424 ;    

θX =  115.1ฐ
cosθY = FY/F =   2120/2500 

=   0.848 ;
θY =  32.0ฐ
cosθZ = FZ/F =    795/2500 

=   0.318 ; 
θZ =  71.5ฐ

(b)

A

B

O

F

X

Y

Z

θZ
θX

θY
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ตัวอยาง 2.13ตัวอยาง 2.13 ขอมูล
A คือรถบรรทุกตกถนน
B และ C คือรถกวานดึง A

 แรงดึง 10 kN และ 7.5 kN
พื้นขางลางเอียง 30

ปญหา   
หาแรงลัพทจากรถกวาน B, C
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วิธีทํา

ให O เปนจุด Origin 
แกน X, Y, Z ดังรูป

A

B

C

D

O

9.6m

18

12m
15m

6m

30ฐ
X

Y

Z
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ให O เปนจุด Origin 
แกน X, Y, Z ดังรูป

A

B

C

D

O

19.6m

18

12m
15m

6m

30ฐ
X

Y

Z

จากสามเหลี่ยมมุมฉาก AOD

OD = ADsin30  =  18(0.5)     = 9

AO = ADcos30  =  18(0.866) =15.6

A

D

O 30ฐ

18
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ตัวอยาง 2.13 ตัวอยาง 2.13 พิจารณาแรงในเคเบิล TAB , TAC
สัมพนัธกับความยาว AB, AC

A(15.6,0,0) 
B(0,15,12) 
C(0,28.6,-15)

พิกดัหมุด A, B, C คอื

A

B

C

D

O

19.6m

18

12m
15m

6m

30ฐ
X

Y

Z
9m

15.6
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ตัวอยาง 2.13 ตัวอยาง 2.13 A(15.6,0,0), B(0,15,12), C(0,28.6,-15)

A

B

C

D

O

19.6m

18

12m
15m

6m

30ฐ
X

Y

Z
9m

เคเบิล AB dX = (X2-X1) 
= 0-15.6
= -15.6 m

dY = (Y2-Y1) 
=   15-0  
=   15 m

dZ = (Z2-Z1) 
=   12-0   
=   12 m

d = AB 
=   (-15.6)2+(15)2+(12)2

d  =  24.8 m

15.6
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ตัวอยาง 2.13 ตัวอยาง 2.13 

เคเบิล AC

A(15.6,0,0), B(0,15,12), C(0,28.6,-15)

A

B

C

D

O

19.6m

18

12m
15m

6m

30ฐ
X

Y

Z
9m

dX = -15.6 m
dY =   28.6 m
dZ =    -15 m 
d  = AC = 35.9 m

15.6
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ตัวอยาง 2.13 ตัวอยาง 2.13 

จากสดัสวนแรงและความยาวดาน
FX/F = dX/d

เคเบิล AB

TABX = 10(-15.6/24.8) = - 6.3 kN
TABY = 10(15/24.8)      =    6.0 kN
TABZ = 10(12/24.8) =    4.8 kN

A

B

C

D

O

19.6m

18

12m
15m

6m

30ฐ
X

Y

Z
9m

FX = F(dX/d)

15.6
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ตัวอยาง 2.13ตัวอยาง 2.13

จากสดัสวนแรงและความยาวดาน
FX/F = dX/d

เคเบิล AC

TACY = 7.5(28.6/35.9)   =   6.0   kN 
TACX = 7.5(-15.6/35.9) = - 3.3   kN

TACZ = 7.5(-15/35.9)    =  - 3.1  kN

A

B

C

D

O

19.6m

18

12m
15m

6m

30ฐ
X

Y

Z
9m

FX = F(dX/d)
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ตัวอยาง 2.13ตัวอยาง 2.13

RZ = TABZ+TACZ
=  4.8 - 3.1      
=   1.7    kN

รวมแรงในแตละแกน
RX = TABX+TACX

= -6.3+(-3.3) 
= -9.6    kN

RY = TABY+TACY
=   6.0+6.0      
=   12.0   kNRZ

RX

RY

R  =     RX
2 + RY

2 + RZ
2

=   15.5    kN

R

A

B

C

D

O

19.6m

18

12m
15m

6m

30ฐ
X

Y

Z
9m
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ตัวอยาง 2.13ตัวอยาง 2.13 ทิศทางแรงลัพท

A

B

C

D

O

19.6m

18

12m
15m

6m

30ฐ
X

Y

Z
9m

RX = - 9.6
RY =  12.0
RZ =    1.7
R  =  15.5

cosθX = RX/R
θX = cos-1(-9.6/15.5)
θX = 128.3ฐ
cosθY = RY/R
θY = cos-1(12/15.5)
θY = 39.3ฐ
cosθZ = RZ/R
θZ = cos-1(1.7/15.5)
θZ =  83.7ฐ

R
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ตัวอยาง 2.13 ตัวอยาง 2.13 

RX = - 9.6
RY =  12.0
RZ =    1.7
R  =  15.5

เขียนในรูปเวคเตอร

TACX = - 3.3   kN 
TACY =   6.0   kN 
TACZ = - 3.1  kN
TAC =   7.5  kN 

TABX = - 6.3 kN 
TABY =   6.0 kN 
TABZ =   4.8 kN 
TAB =    10  kN

TAB = (-6.3)i +(6.0)j + (4.8)k−
TAC = (-3.3)i +(6.0)j + (-3.1)k−

R = TAB + TAC = (-9.6)i + (12)j + (1.7)k  −− −
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สมดุลอนุภาคใน 3 มติิสมดุลอนุภาคใน 3 มติิ

2.1.4 สมดลุของอนุภาคใน 3 มิติ2.1.4 สมดลุของอนุภาคใน 3 มิติ

X

P

Q

S
Y

Z
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R  =  Σ F  =  0
RX = Σ FX =  0
RY = Σ FY =  0
RZ = Σ FZ =  0

X

P

Q

S
Y

Z

เขียนในรูป Vector

R  =  P + Q + S     =  0 
R  =  RXi + RYj + RZk  =   0

RX = PX+QX+SX =   0
RY =  PY+QY+SY =  0
RZ =  PZ+QZ+SZ =  0

−− − −
−
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ตัวอยาง 2.14ตัวอยาง 2.14

2 m

200 kg
A

B

C

P12 m

8 m
10 m

1.2 m ขอมูล  ถังหนัก 200 kg 
แขวนไวดวยเคเบิล 
AB และ AC มีแรงดงึ
ใหหางผนัง 1.2 ม 
ดวย P ที่ตั้งฉากกับผนัง

เขียน FBD

A
P

B

C

TAB

T AC

W
X

Y

Z
O

ปญหา   หาขนาดแรง P 
และแรงดึงในเคเบิล

AB,AC

y
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ตัวอยาง 2.14ตัวอยาง 2.14

พิจารณา แนวเสน AB และ AC

P  =  Pi
W  = -(200x9.81)j 

= -(1962 N)j

กําหนด Origin ของแกน ที่ฐานผนัง

A(1.2,2,0)
พิกดัของ จุด A, B, C

B(0,12,8)
C(0,12,-10)

O
P

ij
k X

Z

Y

W

C(0,12,-10)

A(1.2,2,0)B
(0,12,8)
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ตัวอยาง 2.14ตัวอยาง 2.14
พิจารณา แนวเสน AB และ AC

A(1.2,2,0)
พิกดัของ จุด A, B, C

B(0,12,8)
C(0,12,-10)

แนวเสน AB
dX=(0-1.2) =-1.2
dY=(12-2)  =  10 
dZ=(8-0)    =   8

d = 12.86 m

dX=(0-1.2) =-1.2
dY=(12-2)  =  10 
dZ=(-10-0) =-10
d = 14.19 m

แนวเสน AC
O

P
ij

k X
Z

Y

W

C(0,12,-10)

A(1.2,2,0)B
(0,12,8)
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ตัวอยาง 2.14 ตัวอยาง 2.14 

TAB

T AC

O

P
λ ACλ

AB

ij
k X

Z

Y

W

B

C

A
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ตัวอยาง 2.14ตัวอยาง 2.14

TAC

TAB
A

แนว AB; dX=-1.2, dY=10, dZ=8, d =12.86 m

แนว AC; dX=-1.2, dY=10, dZ=-10, d = 14.19 m

จากFX/F = dX/d ;  FY/F = dY/d ;  FZ/F = dZ/d
dX/d, dY/d, dZ/d  
คือ Direction Cosine ของแตละแนวเสน

dX/d = cosθX

dY/d = cosθY

dZ/d = cosθZ
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ตัวอยาง 2.14ตัวอยาง 2.14 TAC

TAB
A

TABZ = cosθZ(TAB)=(8/ 12.86 )TAB =  +0.622TAB
TACZ = cosθZ(TAC)=(-10/ 14.19 )TAC =  -0.705TAC

TABX = cosθX(TAB)=(-1.2 / 12.86 )TAB =  -0.0933TAB
TACX = cosθX(TAC)=(-1.2/ 14.19 )TAC =  -0.0846TAC

TABY = cosθY(TAB )=(10/ 12.86 )TAB =  +0.778TAB
TACY = cosθY(TAC)=(10/ 14.19 )TAC =  +0.705TAC
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ตัวอยาง 2.14 ตัวอยาง 2.14 TABX = -0.0933TAB
TACX = -0.0846TAC

TABY = +0.778TAB
TACY = +0.705TAC

TABZ =+0.622TAB
TACZ = -0.705TAC

TAC

TAB
A

TAB =  (-0.0933TAB )i + (+0.778TAB )j + (+0.622TAB )k

TAC =  (-0.0846TAC)i + (+0.705TAC )j + (-0.705TAC )k



รศ.ประเสริฐ ดํารงชัย                                               
สถิตยศาสตรของอนภาค

91

ตัวอยาง 2.14 ตัวอยาง 2.14 

แทนคา Vector ทั้งหมด รวมกลุม i, j, k
[-0.0933TAB -0.0846TAC +P] i

+[+0.778TAB +0.705TAC -1962N] j
+[+0.622TAB -0.705TAC ] k =  0

TAB =  (-0.0933TAB )i + (+0.778TAB )j + (+0.622TAB )k  
TAC =  (-0.0846TAC)i + (+0.705TAC )j + (-0.705TAC )k
W   =   (0)i  +      (W)j  +   (0)k
P  =        (-1962N)i  +  (0)j  +               (O)k

จากเงื่อนไขสภาวะสมดุล ;     TAB + TAC + P + W    =  0
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ตัวอยาง 2.14 ตัวอยาง 2.14 

[-0.0933TAB -0.0846TAC +P] i
+ [+0.778TAB +0.705TAC -1962N] j

+ [+0.622TAB -0.705TAC ] k      =  0

จาก i > FX = 0 ; -0.0933TAB -0.0846TAC +P = 0    (1)
จาก j > FY = 0 ; +0.778TAB +0.705TAC -1962 = 0    (2)
จาก k > FZ = 0 ; +0.622TAB -0.705TAC = 0    (3)

P     = 235    N
TAB = 1401 N
TAC = 1236 N

แกสมการทั้ง 3 ได
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