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บทที่ 3 วตัถุคงรูป : ระบบแรงซึ่งสมมลู
วัตถุคงรูป

หมายถึงวัตถุที่มีขนาด มีความกวาง ความยาวและความสูง
เมื่อถูกกระทําดวยแรงใดๆ จะไมเสียรูป

ระบบแรงซึ่งสมมูล
หมายถึงระบบแรงหลายระบบแรง ที่กระทําตอวัตถุคงรูปใดๆ
ทําใหเกิดผลสุดทายตอวัตถุคงรูป เหมือนกนัทุกประการ
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เนื้อหา
3.1 ผลคูณแบบเวคเตอร 2 เวคเตอร
3.2 ผลคูณของเวคเตอร ของแรงยอยซึ่งตั้งฉากกนั
3.3 โมเมนตของแรง 1 แรงรอบจุดใดๆ
3.4 ทฤษฎีของวาริยอง
3.5 โมเมนตยอยในแนวตั้งฉากกนัของแรงใดๆ
3.6 ผลคูณแบบสกาลารของ 2 เวคเตอร
3.7 Mixed triple product of three vectors
3.8 โมเมนตของแรงรอบแกนที่กาํหนดให
3.9 โมเมนตของแรงคูควบ

3.10 แรงคูควบซึ่งสมมูลกัน
3.11 การรวมแรงคูควบ
3.12 แรงคูควบอาจแทนไดดวยเวคเตอร
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3.13 การแตกแรง 1 แรงใดๆ ใหเปนแรง 1 แรง กระทาํที่ “O”
และแรงคูควบ 1 คู

3.14 การลดระบบแรงซึ่งประกอบดวยแรงหลายแรง
ใหเหลือแรง 1 แรง และแรงคูควบ 1 คู

3.15 ระบบแรงซึ่งสมมูลของแรงหลายแรง
3.16 Equipollent system of vectors
3.17 การลดระบบของแรงในลักษณะอื่น

วัตถุประสงค
เพื่อใหเขาใจถึงผลของแรงในลักษณะๆตาง ที่เกิดกับวัตถุคงรูป
และระบบแรงหลายระบบที่สมมูลกันจนใชแทนกนัได
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บทที่ 3 วตัถุคงรูป : ระบบแรงซึ่งสมมลูบทที่ 3 วตัถุคงรูป : ระบบแรงซึ่งสมมลู

• ระบบแรงซึ่งสามารถแทนระบบแรงอีกระบบหนึ่งได
• ผลที่เกิดตอวัตถคุงรูปเหมือนกันทุกประการ
• ทั้ง ลักษณะ ขนาด ทศิทาง

ระบบแรงซึ่งสมมูล
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เมื่อเวคเตอร Vเปนผลคณู
ของเวคเตอร P และ Q
จะมีเงื่อนไขดังนี้

3.1 ผลคณูแบบเวคเตอรของ 2 เวคเตอร3.1 ผลคณูแบบเวคเตอรของ 2 เวคเตอร

V  =  P X Q
V  =  P x Q (sinθ)

V=P X Q

P
Q

θ
Q
P 1. แนวของ V 

จะตั้งฉากกับระนาบของ P และ Q

θ
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3.1 ผลคูณแบบเวคเตอรของ 2 เวคเตอร3.1 ผลคูณแบบเวคเตอรของ 2 เวคเตอร

3. ทิศทางของ V 
หาไดจากกฎมือขวา

V  =  P X Q
V  =  P x Q (sinθ)

(คามมุระหวางเวคเตอร 2 เวคเตอรนี้ จะ  ฃ 180ฐ เสมอ)

2. ขนาดของ V จะเทากับ  
ผลคณูของ P และ Q 
และคา sin ของมุม 
ระหวาง P กับ Q

θ

V=P X Q

P
Q
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จากสมการ V  =  P x Q(sinθ)
V

Q Q’

P

คา sin0ฐ และ sin180ฐ เทากับ 0

θ = 180ฐ หมายถงึ P และ Q 
อยูตรงขามกันในแนวเดียวกัน

V  =  P x Q(sin 0)  =  0
นั่นคือ Vector ที่อยูในแนวเดียวกัน (Collinear) คณูกนั จะเทากับ 0

θ  = 0ฐ หมายถึง P และ Q ทับกัน   
หรืออยูในแนวเดยีวกัน
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คาของ V ก็คือพืน้ที่สี่เหลี่ยมดานขนาน 
ที่เกิดจากผลคณูของ P กับ Q นั่นเอง

V  = P X Q  = P X Q’

และถา Q เคลื่อนที่ไปตามเสนกรอบสี่เหลี่ยมนี้
คา V จะเทาเดิม

Q’
V

Q

P
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จากกฎมือขวา 
หากสลับตัวคณู 
ทิศทาง V จะกลับตรงกันขาม

การกระจาย P X (Q1 + Q2)  =  (P X Q1) + (P X Q2)

การเปลี่ยนหมู ทําไมได (P X Q) X S  น P X (Q X S)

Q Q’

P

V= PXQ

V= QXP P X Q  =  V

Q X P  =  -V
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x
z

y
ตัวอยาง

Q

P
30ฐ

60ฐ

P  มีขนาด = 6
Q มีขนาด = 4

P อยูในระนาบ X-Z 
ทํามมุกับแกน X เทากับ 30ฐ
Q มีทศิทางในแนวแกน X
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ขนาดของ V
V  =  PQsin30
V  =  (6)(4)(0.5)  =  12 

P

Q
30ฐ

60ฐ
x

z

y
V

V  =  P X Q

V  จะตัง้ฉากกับ P  และ Q 

V จึงอยูในแนวของแกน Y 
มีทิศทางชี้ขึ้นตาม Y+
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3.2 ผลคูณแบบเวคเตอรเมื่อแสดงอยูในรูปแรงยอยซึ่งตั้งฉากกนั3.2 ผลคูณแบบเวคเตอรเมื่อแสดงอยูในรูปแรงยอยซึ่งตั้งฉากกนั

X

Y

Z i
j

k

i, j, k เปน Unit Vector  ในแกน X, Y, Z

i
k j

การคณูเวคเตอร จะได
i X i  = 0
j X j  = 0
k X k = 0

i X j  = k
j X k = i
k X i = j

j X i  = -k
i X k = -j
k X j = -i
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P  =  PXi + PYj + PZk Q  = QXi + QYj + QZk

V =  P X Q  =  (PXi + PYj + PZk ) X (QXi + QYj + QZk)

V = PXi X (QXi + QYj + QZk) + 
PYj X (QXi + QYj + QZk) + 

PZk X (QXi + QYj + QZk)

V  = [ 0+(PXQY)k-(PXQZ)j ]+
[ -(PYQX)k+0+(PYQZ)i ]+

[ (PZQX)j-(PZQY)i+0 ]
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รวมกลุม i, j, k 

ขนาดแรงยอย V ในแนวแกน X, Y, Z ก็คือ

VY = PZQX - PXQZ ส.ป.ส. ของ j

VX = PYQZ - PZQY ส.ป.ส ของ i

VZ = PXQY - PYQX ส.ป.ส. ของ k

V= [ 0+(PXQY)k-(PXQZ)j ]+[ -(PYQX)k+0+(PYQZ)i ]+[ (PZQX)j-(PZQY)i+0 ]

V  =  (PYQZ - PZQY)i +(PZQX - PXQZ)j +(PXQY - PYQX)k
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3.3 โมเมนตของแรง 1 แรง รอบจุดใดจุดหนึง่3.3 โมเมนตของแรง 1 แรง รอบจุดใดจุดหนึง่

F

A
O r

θ

θ

แรง F กระทาํทีจุ่ด A 
พิจารณาโมเมนตของแรง F รอบ O
O อยูหาง A เทากับ r

A

F
F  เปนแรงกระทาํที่ A

O r
r  เปน Position Vector ของแรง F
F และ r อยูในระนาบเดียวกัน

MO =  r X F
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Y+

X+
Z+

เครื่องหมาย + หรือ - ของโมเมนต์
เปนไปตามระบบแกนสมมุติ    ดังรูป

ขนาดของ MO =   F(r sinθ) = Fd
d คือระยะตัง้ฉากจากจดุ O มายังแนวแรง F

F

A

O r
θd θ

MO MO เปนเวคเตอรโมเมนตรอบ O เกิดจาก F

d= r sinθ

มีแนวตั้งฉากกับระนาบ r และ F หรือ
ตั้งฉากกับทั้ง r และ F

ทิศทางของเวคเตอร MO เปนไปตามกฎมือขวา
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3.4 ทฤษฎีของวาริยอง Varignon’s Theorem3.4 ทฤษฎีของวาริยอง Varignon’s Theorem

เทากับผลรวมของโมเมนตของแรงยอยทั้งหมดรอบจุดเดียวกนั

X

F4

F1
F2

F3

Y

Z

r
O

A

โมเมนตของแรงลัพทซึ่งเกิดจาก Concurrent Forces หลายแรง
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แรง F1 , F2 , F3 , F4
กระทํารวมจุด A
มีคาแรงลัพทเทากับ R
อยูหางจุด O เทากับ r

r X R  =  r X (F1 + F2 + F3 + F4)
=  r X F1 + r X F2 + r X F3 + r X F4

r  คือ Position Vector ของจุด A

MO =  M1 + M2 + M3 + M4

X

F4

F1
F2

F3

Y

Z

r
O

A R
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3.5 โมเมนตยอยในแนวตั้งฉากกนัของแรงใดๆ3.5 โมเมนตยอยในแนวตั้งฉากกนัของแรงใดๆ

คาํวา แนวของโมเมนต หมายถึงทิศทางพุงไปของโมเมนต
หรือเรียกวา Position Vector ของ โมเมนต

r = OA

แตกแรง F ใหอยูในแกนทั้งสาม

แรง F กระทาํทีจุ่ด A ใน 3 มิติ

พิกดัจุด A(x,y,z)

F
A(x,y,z)

O x

y

z

r
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3.5 โมเมนตยอยในแนวตัง้ฉากกันของแรงใดๆ3.5 โมเมนตยอยในแนวตัง้ฉากกันของแรงใดๆ

แตกแรง F ใหอยูในแกนทั้งสาม FX, FY, FZ

rX = X, rY = Y,  rZ = Z

F
A(x,y,z)

O x

y

z

r

y

x
z

FX

FY

FZ
O

A

rz

rX

ry

แตกระยะ r ใหอยูในแกนทั้งสาม

MO

r  =  Xi + Yj + Zk
F  = FX i + FY j + FZ k
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MX = YFZ-ZFY
MY = ZFX+XFZ
MZ = XFY-YFX

r  =  Xi + Yj + Zk
F  = FX i + FY j + FZ k

จากสมการ MO = r X F

MO = (Xi + Yj + Zk) X (FX i + FY j + FZ k)
= (YFZ-ZFY) i + (ZFX+XFZ)j + (XFY-YFX) k

Determinant 
i       j       k

MO =  X      Y      Z
FX FY YZ

y

x
z

FX

FY

FZ
O

A

rz

rX

ryMO
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กรณีโมเมนตเกิดขึ้นรอบจุดใดๆ ที่ไมใชจุด Originกรณีโมเมนตเกิดขึ้นรอบจุดใดๆ ที่ไมใชจุด Origin

B คือจุดทีโ่มเมนตจากแรง F หมุนรอบ

MB คอืคาโมเมนตทีห่มุนรอบ B

O x

y

z

A
F

B ∆rrB rA

MB

∆r คอืระยะจาก B ไป A

∆r = rA - rB
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กรณโีมเมนตเกิดขึน้รอบจุดใดๆ ที่ไมใชจุด Originกรณโีมเมนตเกิดขึน้รอบจุดใดๆ ที่ไมใชจุด Origin

∆X = XA - XB
∆Y = YA - YB
∆Z = ZA - ZB

พิกดั จุด A และ จุด B   คือ
A(XA, YA, ZA)
B(XB, YB, ZB)

เวคเตอรยอยของ เวคเตอร ∆r ∆r = ∆Xi + ∆Yj + ∆Zk

O x

y

z

A
F

B ∆rrB rA

MB
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กรณีโมเมนตเกิดขึ้นรอบจุดใดๆ ทีไ่มใชจุด Originกรณีโมเมนตเกิดขึ้นรอบจุดใดๆ ทีไ่มใชจุด Origin

∆r = rA - rB

∆r = ∆Xi + ∆Yj + ∆Zk

MB = ∆r X F  =  (rA - rB) X F

O x

y

z

A
F

B ∆rrB rA

MB

i        j        k
MB =     ∆X     ∆Y    ∆ Z

FX FY FZ

determinant

MB = ∆r X F  =   (∆Xi + ∆Yj + ∆Zk)X (FXi+FYj+FZk)
MB=(∆YFZ-∆ZFZ)i+(∆XFZ-∆ZFX)j+(∆XFY-∆YFX)k
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ระบบแรงซึง่สมมลูระบบแรงซึง่สมมลู

1. ขนาดเทาเดมิ

แรงซึ่งสมมูล
คือ แรงใดๆ ณ ตาํแหนงใหม 
ที่ทาํใหเกิดผลตอวัตถ ุเหมือนกับแรงเดิม

ดวยเงื่อนไข

2. ทิศทางเดียวกัน
3. โมเมนตรอบจุดใดๆ เทากนั 
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ระบบแรงซึ่งสมมูลระบบแรงซึ่งสมมูล
A

O θ

A

B

O θ

MBA

MOB

A

O θMO

ระบบแรงดั้งเดิม 
มีแรงกระทําที่ A 
100 N ลงแนวดิ่ง
M รอบจุด O
MO =   MOA
MOA คือ M ที่เกิด
จากแรง 100N 
กระทําที่ A

แรงสมมูล 1

ที่ O มีแรงดิ่งลง
100N
มีโมเมนตที่ O=MO
และมี MO=    MOA

แรงสมมูลลักษณะ 2

แรง 100N ดิ่งลงที่ B
มีโมเมนตอยูดวย = MBA
และที่O ก็มีโมเมนต= MOB
โมเมนตรวมที่ O
MO=MBA+MOB =  MOA
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ตัวอยาง 3.1ตัวอยาง 3.1

A

O
60ฐ

24
 in 100 lb

a) หาโมเมนตจากแรง 100 lb ที่ O
b) หาขนาดของแรงในแนวนอนที่ A

ซึ่งทําใหเกิดโมเมนตรอบ O เทาเดิม
c) แรงที่นอยที่สุดซึ่งกระทําที่ A 

 แลวเกิดโมเมนตรอบ O เทาเดิม
d) แรงแนวดิ่ง 240 lb กระทําหาง O 

เทาใด จึงจะเกิดโมเมนตรอบ O เทาเดิม
e) มีระบบแรงใดบางจากขอ b) ถึง d)

ที่มีลักษณะสมมูลกับระบบแรงในขอ a)

ขอมูล    แรง 100 lb กระทําตอวัตถุดังรูป

ปญหา
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ตัวอยาง 3.1ตัวอยาง 3.1

d1 =  24(cos60ฐ) = 12  in

d2 = (24)(sin60ฐ)  =  20.8 in

O

A
100

24

d1
60ฐ

d2

MO =  F.d1=(100lb)(12in) = 1200 lbฐ in

O

24

60ฐ
d2

F

a) หาโมเมนตทีจุ่ด O  ; Mo

b)หาคาแรง F ทีท่ําให Mo เทาเดมิ

MO =  F d2 = (F)(20.8in) = 1200 lbฐ in

F = 57.5 lb
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ตัวอยาง 3.1ตัวอยาง 3.1

แรง F นอยที่สุดเมื่อ F ตั้งฉากกับ OA ; d=24

d)หาตาํแหนงแรง 240 lb. ที่เกิด Mo เทาเดมิ
MO =  F d3 = (240)(d3) = 1200 lbฐ in

e) มีระบบแรงใดสมมูลกับขอ a) หรือไม
ไมมีระบบแรงใดสมมูลกับ ขอ a)

c) แรง F นอยที่สดุ เกิดโมเมนตเทาเดิม

MO =  F d = (F)(24) = 1200 lbฐ in

F = 50 lb

d3 =  5 in  ;    OB = d3 /cos 60ฐ =  10 in

O

24

F

O 60ฐ
d3

240 lb.
B

A

เพราะถึงแมคาโมเมนตเทาเดิม แตลักษณะแรง F ไมเหมือนกนั
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ตัวอยาง 3.2ตัวอยาง 3.2
Y

ขอมูล  แรง 1200 N กระทําตอ Bracket ดังรูป

วิธีทํา

FX = Fcos30 = 1200(cos30)=1039

ปญหา   ใหหาโมเมนตรอบ A

แตกแรง

FY = Fsin30 = 1200(sin30)=600

F=1200N

A B

C

140mm

120mm
X

30ฐ
Fyj

Fxi
∆r

∆r =∆Xi +∆yj
∆r = (0.14m)i + (0.12m)j

F   =  FXi + FY j
F   = (1039)i + (600)j

140 mm = 0.14 m
120 mm = 0.12 m
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ตัวอยาง 3.2ตัวอยาง 3.2
Y

F=1200N

A B

C

140mm

120mm
X

30ฐ
Fyj

Fxi
∆r

MA = [ (0.14m)i + (0.12m)j ] X [ (1039N)i + (600N)j ]

∆r = (0.14m)i + (0.12m)j

F   = (1039)i + (600)j

MA =  (84.0 N ฐ m)k - (124.7 N ฐ m)k
MA =  -(40.7 N ฐ m)k
MA =  40.7   N ฐ m 

MA

Fxi
Fyj

MA = ∆r X F
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ตัวอยาง 3.3ตัวอยาง 3.3

ปญหา หาโมเมนตของแรงนี้รอบจุด O

วิธีทํา

ตั้งแกนโดยให Y อยูในแนว OA

ขอมูล  แรง 30 lb กระทําที่ A

P  =  30cos20ฐ =  18.8  lb
Q  =  30sin20ฐ =  10.26 lb

แตกแรง 30 lb. ใหเปนแรงคูฉาก P,Q

P

Q
A

O 50ฐ

20ฐ

3 f
t

30 lbA
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ตัวอยาง 3.3ตัวอยาง 3.3

MO =  10.26(3)   =  30.8 lbฐft

โมเมนตรอบจุด O จากแรง 30 lb เทากับ 30.8 lb.ฐft 

MO =  Fd

MO =  P(0) + Q(3)

ดูจากรูป ทิศทางหมุนตามเข็มนาฬิกา 
เครื่องหมายเปน -

A

O 50ฐ

20ฐ

3 f
t

30 lb
P

Q
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ตัวอยาง 3.4ตัวอยาง 3.4
เสา AB ยาว 6 ม

C D

E
X

Y

Z A

B

6m

2m
2m3m 3m

840 N

 ใหหาโมเมนตรอบจุด C 
ซึ่งเกิด จากแรงดึงในลวด BE

ยึดดวยลวด 3 เสน BC,BD,BE

ขอมูล

ปญหา

แรงเกิดจากลวด BE = 840 N
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ตัวอยาง 3.4ตัวอยาง 3.4

วิธีทํา

C D

E
X

Y

Z A

B

6m

2m
2m3m 3m B(3,6,0) ;  C(0,2,3)

∆x =3-0 ∆y =6-2 ∆z =0-3
∆r = (∆x)i + (∆y)j + (∆z)k

จาก MC =  ∆r X F
∆r คอืระยะ CB

หา ∆r จาก  พิกัด B และ C

∆r = 3i + 4j + (-3)k

840 N
∆r
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ตัวอยาง 3.4ตัวอยาง 3.4

โดยอาศัย แนวเสน BE

C D

E
X

Y

Z A

B

6m

2m
2m3m 3m

จากพกิัด B และ E :  B(3,6,0) ;  E(6,0,2)
ทําแรง F(840) ใหเปนเวคเตอร

ความยาว BE = 32+62+22 = 7 m

F = 840 [ (3i - 6j + 2k)/7 ]
F = 360i - 720j + 240k

เวคเตอร BE = 3i - 6j + 2k

F  =  F(Unit vector BE) = F(λ)

840 N
Unit Vector BE;  λ =  BE/BE

λ
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ตัวอยาง 3.4ตัวอยาง 3.4

Y

X
Z

CMX

MY

MZ

MX = - 1200 N ฐ m
MY = - 1800 N ฐ m

MZ = - 3600 N ฐ m

C D

E
A

B

6m

2m
2m3m 3m X

Y

Z

MC = ∆r X F = (3i + 4j -3)k) X (360i - 720j + 240k)
MC = - (1200)i - (1800)j - (3600)k

840 N

∆r = 3i + 4j + (-3)k F = 360i - 720j + 240k
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3.6 ผลคูณแบบสกาลาร ของ 2 เวคเตอร3.6 ผลคูณแบบสกาลาร ของ 2 เวคเตอร

Dot product

คณุลกัษณะทีส่าํคญั

θ P

Q
P . Q = PQcosθ

1. สลับที่กันได P . Q  = Q . P

2. กระจายเทอมได     P . (Q1 + Q2)  = P . Q1 + P . Q2

3. ไมสามารถจัดกลุมได (P . Q) . S  ไมมีความหมาย
เนื่องจากเมื่อ (P . Q) แลวเปนคาสกาลาร dot กับ S ไมได
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3.6 ผลคูณแบบสกาลาร ของ 2 เวคเตอร3.6 ผลคูณแบบสกาลาร ของ 2 เวคเตอร

Dot product ของ Unt vector ในแกนทั้ง 3 จะเปนดงันี้

ทั้งนี้เพราะ

i . i   = 1   
j . j   = 1    
k . k  = 1

i . K = 0  
j . K = 0  
k . i  = 0

x

y

z
i

j
k

แกนทับกัน
θ =   0  
cos0ฐ = 1

แกนตั้งฉากกัน
θ=  90 
cos90ฐ = 0 
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การนํามาประยุกตใชการนํามาประยุกตใช

θ

L

1. หาคามมุระหวางเวคเตอร

Q
PO X

Z

Y

cosθ = (PXQX+PYQY+PZQZ)/(PQ)

PQcos θ = PXQX+PYQY+PZQZ

P = PXi+PYj+PZk

Q = QXi+QYj+QZk

P . Q = PQcos θ
= PXQX+PYQY+PZQZ
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การนํามาประยุกตใชการนํามาประยุกตใช

 หา Projection ของ P บนแกน OL

θ

L

PO X
Z

Y 2. หา Projection ของเวคเตอรบนแกนที่กําหนดให

POL = Pcosθ [ POL คือ OA ]

มุม AOP  < 90  ทิศทางไปทางเดียวกันกับแนวเสน

ทิศทางของเวคเตอรตวัใหม

มุม AOP  = 90  คาเทากับ 0

มุม AOP  > 90  ทิศทางตรงกันขามกับแนวเสน

APOL
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การนํามา
ประยุกตใช
การนํามา
ประยุกตใช

POL = (PXQX+PYQY+PZQZ)/Q

P . Q = PQcosθ
P . Q  =  (Pcosθ)Q
P . Q   =  POLQ

POLQ  =  (P . Q )
POL =  (P . Q )/Q

θ

L
Q
PO X

Z

Y

POL
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การนํามาประยุกตใชการนํามาประยุกตใช

พิจารณา แกน X,Y,Z

λ เปน Unit Vector ในแนว OL

θ

L

O X
Z

Y

POL = PX λ cosθX + PY λ cosθY + PZ λ cosθZ

แรงยอย P คือ PX,PY,PZ

มุมที่ OL ทาํกับแกนคือ θX, θY, θZ

POL = PX cosθX + PYcosθY + PZ cosθZ

POL = P . λ

λ POL

PZ
PX

PY

λ มี Magnitude = 1

POL = PX . λ + PY . λ + PZ . λ
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3.7 การคณูเวคเตอรแบบผสม3.7 การคณูเวคเตอรแบบผสม

เพราะ cos90ฐ = 0 ดงัไดกลาวมาแลว

V = P X Q

S Q
P

S . (P X Q)

P X Q ยังได เวคเตอร จึง dot กับ S ได สกาลาร
เนื่องจาก P X Q จะไดเวคเตอร V

ถาหาก S อยูในระนาบเดียวกับ P และ Q
S จะตั้งฉากกับ V คา S . V ที่ไดจะเปน 0

V ตัง้ฉากกับระนาบที่เกิดจาก P กับ Q
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3.7 การคูณเวคเตอรแบบผสม3.7 การคูณเวคเตอรแบบผสม

V = P X Q

S Q
P

เมื่อพจิารณาผลลัพทจากการคณูแบบผสม
ซึ่งเปนสกาลาร  
จะทาํใหการจัดรูปแบบการคณู 
เปนไปได 6 รูปแบบ ดงันี้
S . (PXQ)

= P . (QXS)
= Q . (SXP)

= -S . (QXP)
= -P . (SXQ)

= -Q . (PXS)

Q
P

S
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3.7 การคูณเวคเตอรแบบผสม3.7 การคูณเวคเตอรแบบผสม

จะได

V = P X Q

S Q
P

เมื่อ P X Q = V
S . (PXQ) = S . V
S = SX i+ SY j+ SZk
V= VX i+VY j+VZk
V = (PYQZ- PZQY)i+(PZQX- PXQZ)j+(PXQY- PYQX)k

S . V = SXVX + SYVY + SZVZ
S . V = SX (PYQZ - PZQY) + SY (PZQX- PXQZ) + SZ(PXQY- PYQX)

Determinant                        SX SY SZ
S . (PXQ)=      PX PY PZ

QX QY QZ



รศ.ประเสริฐ ดํารงชัย                                               
วัตถคงรป

48

3.8 โมเมนตของแรงรอบแกนที่กําหนดให3.8 โมเมนตของแรงรอบแกนที่กําหนดให

F

A

L

O X

Y

Z

แรง F กระทาํทีจุ่ด A ใน 3 มิติ

ตองการหาโมเมนตของ F รอบแกน OL

OL เปนแนวเสนตรงผานจุด O
OL ไมตั้งฉากกับระนาบของ OAF

r

C
MO

MO =  r X F

MOL = λ . MO
= λ . (r X F)λ เปน Unit Vector ของ OL

λ
MOL

หาโมเมนตของ F รอบจุด O : MO
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3.8 โมเมนตของแรงรอบแกนที่กําหนดให3.8 โมเมนตของแรงรอบแกนที่กําหนดให

MOL = λ X..(Y FZ - Z FY) + λ Y.(X FZ - Z FX) + λ Z .(X FY - Y FX)

λ X, λ Y, λ Z เปน direction cosine ของ OL
X, Y, Z  เปนพิกัดจุดที่แรง F กระทํา (A)

Determinant          λ X λ Y λ Z 
MOL = X Y Z 

FX FY FZ

MOL = λ . MO = λ . (r X F)

F = FXi+ FYj+ FZk 

λ =λ Xi+ λ Yj+ λ Zk 
r = Xi+Yj+Zk

F

A

L

r

C
MO

λ
MOL

O X

Y

Z
MX MY MZ
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T
U

V

W

เมื่อพจิารณาเฉพาะแกน OL โดยไมมีแกนฉาก X,Y,Z

F

AO

L ตองการหาโมเมนตรอบแกน OL โดยตรง

FF1

F2
r1

r2

λ

F1 ขนานกับแนวเสน OL

แตกระยะ r ใหเปน r1 และ r2O

L
Q

Ar

แตกแรง F เปน F1, F2

F2 ตัง้ฉากกับแนวเสน OL
ระนาบราบ TUVW ตั้งฉากกับ OL 

ผานจุด A และตดั OL ที่ Q

r2 เปนระยะจาก OL ไปตั้งฉากกับแนว r1และแนว F2

r1 อยูในแนวเดียวกับ F2
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เมื่อพิจารณาเฉพาะแกน OL โดยไมมีแกนฉาก X,Y,Z

MOL ที่เกิดจาก F1ไมมี

00 0

เพราะ F1 ขนานกับ OL

มีเฉพาะ MOL ที่เกิดจาก r2 และ F2

MO =  r X F   r = r1+r2 F = F1+F2

MOL = λ . MO = λ .( r X F)
MOL=λ . (r1 X F1) +λ .(r1X F2) +λ .(r2X F1)+ λ .(r2 X F2)

เพราะ 
λ ⊥ กับ r1 X F1

เพราะ  
r1 // F2

เพราะ 
λ  ⊥ กับ r2 X F1

MOL = λ .(r2 X F2) 

T
U

V

W

FF1

F2
r1

r2

λ
O

L
Q

Ar
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กรณแีนวเสน ลอยอยูใน 3 มิต ิไมผานจุด Origin ของ X, Y, Z

F

A

L
B

X

Y

Z
O

∆X, ∆Y, ∆Z เปน ระยะยอย ของ ∆r
เมื่อ

λX, λY, λZ เปน direction cosine ของ BL
FX, FY, FZ เปนแรงยอยของ F

MB

λ ∆r
rB rA

MB = ∆r X F
MBL = λ . MB = λ . (∆r X F)
∆r = rA - rB = ∆X + ∆Y + ∆Z

หาโมเมนตของ F รอบจุด B
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กรณีแนวเสนใดๆ ลอยอยูใน 3 มิติ ไมผานจุด Origin ของ แกน X, Y, Z

MBL= λX(∆Y FZ- ∆Z FY) +λY(∆X FZ- ∆Z FX) +λZ(∆X FY- ∆Y FX)

∆r  = ∆Xi+ ∆Yj+ ∆Zk  
λ  = λXi+ λYj+ λZk

F = FXi+ FYj +FZk

Determinant λX          λY          λZ
MBL =     ∆X ∆Y ∆Z 

FX            FY              FZ

MBL
F

A

L
B

X

Y

Z
O

MB

λ ∆r
rB rA

MBL =  λ . MB = λ . (∆r X F)
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กรณจีุดใดๆ บนแนวเสน

C เปนจุดใดๆ บนแนวเสน OL
ตองการหาโมเมนตรอบแกน ที่ C

A∆r3 ∆r2

∆rB

C

F

A

L
B

X

Y

Z
O

∆r
C ∆r2

∆r3

MCL

จากสามเหลี่ยม ABC
∆r2 = ∆r + ∆r3

λ



รศ.ประเสริฐ ดํารงชัย                                               
วัตถคงรป

55

กรณีจุดใดๆ บนแนวเสน

MC

เหมือนกับ
สรุปไดวา ณ จดุใดๆบนแนวเสนเดียวกัน

จะเกิดโมเมนตรอบแนวเสนจากแรงเดียวกนั เทากันหมด

∆r2 = ∆r + ∆r3

MCL = λ . [ ∆r + ∆r3 ) X F ]

MCL = λ . (∆r X F )+ λ . ( ∆r3 X F)
∆r3 ทาบอยูกับ BL และ λ เพราะฉะนั้น λ จะตั้งฉากกับ ( ∆r3 X F)

ทาํให    λ . ( ∆r3 X F) =  0

MCL = λ . (∆r X F)

F

A

L
B

X

Y

Z
O

∆r
C ∆r2

∆r3

MCL

λ
MCL = λ . MC = λ . (∆r2 X F)

=0

MBL =  λ . (∆r X F)MBL =  λ . (∆r X F)
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ตัวอยาง 3.5ตัวอยาง 3.5

a) หา MA
b) หา MAB
c) หา MAG
d) จาก c) 
หาระยะตัง้ฉากจาก AG 
ไปยังแนวแรง P หรือ FC

ขอมูล    กลองลูกบาศก มีแรง P ดังรูป

ปญหา

P
a

a
a

B X

Y

Z

A
CD

E
O G

F
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ตัวอยาง 3.5 วิธีทํา a) หา MA

P
a

a
a

B X

Y

Z

A
CD

E
O G

F

B

F

C

G
θa

a θ = 45ฐ
COS 45ฐ =1/ 2

MA

MA =  (aP/ 2)(i+j+k)

MA = r X P

r = ai - aj  =  a(i-j)

P  = Pyj - Pzk = (P/ 2)j- (P/ 2) k
= (P/ 2) (j-k)

MA = [a(i-j) ] X [(P/ 2) (j-k) ]

rai
aj

โมเมนตรอบจุด A
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ตัวอยาง 3.5
b) หา MAB

เนื่องจาก AB ขนานกับ แกน X
P

a

a
a

B X

Y

Z

A
CD

E
O G

F

MAB

i

MA =  (aP/  2)(i+j+k) MAB = (aP/  2) 

= (aP/  2)[i.(i+j+k)]

MAB = i . MA
= i . (aP/  2)(i+j+k)

MA
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ตัวอยาง 3.5

P
a

a
a

B
X

Y

Z

A

CD

E
O G

F

λ d

C) หา MAG

MAG
MAG = λ . MA

Unit vector λ =AG/AG
λ = (ai-aj-ak)/(a  3)
λ = (1/  3)(i-j-k)

MA =  (aP/  2)(i+j+k)

MAG = (1/  3)(i-j-k) . (aP/  2)(i+j+k)
MAG =  - aP/  6

MA
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ตัวอยาง 3.5ตัวอยาง 3.5
d) จากขอ c) หาระยะตั้งฉากจาก AG 

ไปยังแนวแรง P หรือ FC

P
a

a
a

B
X

Y

Z

A
CD

E
O G

F

λ d
MAG = -Pd 

ใหระยะที่จะหาคอื dMAG

d = a/  6

MAG = - aP /  6

-Pd = - aP /  6

และ
(1)

(2)
(1) = (2)
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3.9 โมเมนตของแรงคูควบ (Moment of Couple)3.9 โมเมนตของแรงคูควบ (Moment of Couple)

-F F

1. แรง 2 แรงขนานกัน
ลักษณะแรงคูควบ

2. ขนาดเทากนั

4. ไมเกิดแรงผลัก มีแตหมุนอยูกับที่
3. ทิศทางตรงขามกนั

5. ไมวาจะพจิารณาทีต่าํแหนงใด คาโมเมนตเทาเดิมเสมอ

M
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3.9 โมเมนตของแรงคูควบ (Moment of Couple)3.9 โมเมนตของแรงคูควบ (Moment of Couple)

F-F

A

B
drθ

rA

rBM
ให rA , rB เปน Position Vector 
ของ แรง F กับ -F

ทิศทางของเวคเตอร ใชกฎมือขวา
เปนโมเมนตคูควบ ทิศทางเวคเตอร ตั้งฉากกับระนาบของแรงทั้ง 2

ขนาดโมเมนต M  = Fd-F F
d

M

M = rA X F + rB X(-F)  = (rA - rB) X F
M  = r X F

r = rA - rB
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3.10 แรงคูควบซึ่งสมมูลกัน (Equivalent Couple)3.10 แรงคูควบซึ่งสมมูลกัน (Equivalent Couple)

6” 4”
4”

X

Y

Z
20 lb

20 lb

M= 6x20 = 120 ระบบแรง 2 ระบบ จะสมมูลกัน  
เมื่อ  มีผลตอวตัถุคงรูปเหมือนกัน

M= 4x30 = 120

6”
4” X

Y

Z

30 lb

30 lb

M= 4x30 = 120

6” 4”
X

Y

Z

30 lb
30 lb

F1d1 = F2d2 = F3d3

แรงสุดทายเทากับ 0 เหมือนกนั โมเมนตเทากัน
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3.11 การรวมแรงคูควบ3.11 การรวมแรงคูควบ

F2

-F2

F1
-F1

R

R
r AB

พิจารณาแรง F1, -F1 และ F2, -F2
ซึ่งเปนแรงคูควบสองคู กระทาํที่ A,B 
อยูในระนาบ 2 ระนาบ

M1 = r X F1 และ M2 = r X F2
MR = r X R   เมื่อ R = F1+F2

MR = r X (F1+F2 )
MR = (r X F1 ) +  (r X F2 ) 

= M1+M2

MR = M1+M2

MR

M2

M1

O
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X

Y

Z

3.12 โมเมนตแรงคูควบอาจแทนดวยเวคเตอร3.12 โมเมนตแรงคูควบอาจแทนดวยเวคเตอร

Z

X

Y

O
= ==X

Y

Z
X

Y

Z

โมเมนตของแรงคูควบ 
เปน FREE VECTOR

M
M MY

MX
MZ

M  = MX + MY + MZ 

ทิศทาง เปนไปตามกฎมือขวา
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3.13 การเปลี่ยนตาํแหนงแรงไปกระทาํ ณ จุดใดๆ3.13 การเปลี่ยนตาํแหนงแรงไปกระทาํ ณ จุดใดๆ
เปนการพิจารณาผลของแรง ณ จดุใดๆบนวัตถุนั้น

แรง F กระทาํทีจุ่ด A
พิจารณาทีจุ่ด O

F
A

(1)

F
A

(2)

F

-F
Or

จํานวน 2 แรงทิศทางตรงขามกนั ( F, -F )

เมื่อใสแรงกระทําที่จดุ O

ขณะนี้ ผลที่เกิดกับวัตถุ ยังคงเทากับรูปที่ 1

ขนาดและทศิทางเทากับ F

O
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3.13 การเปลี่ยนตาํแหนงแรงไปกระทาํ ณ จุดใดๆ3.13 การเปลี่ยนตาํแหนงแรงไปกระทาํ ณ จุดใดๆ

จับคูแรง F ที่ A และ -F ที่ O จะเปนแรงคูควบ 1 คุ

ลดแรงคูควบใหเปนโมเมนตคูควบ กระทาํที่ O

F
F

-F
O Ar

O
F

MO

จะเหลือแรงกระทําที่ O 1 แรง เทากับ F 
และโมเมนตแรงคูควบ MO (MO =  r X F)
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3.13 การเปลี่ยนตาํแหนงแรงไปกระทาํ ณ จุดใดๆ3.13 การเปลี่ยนตาํแหนงแรงไปกระทาํ ณ จุดใดๆ

เสมือนกับยายแรงมากระทําที่ O

โดยที ่ผลทีเกิดตอวัตถ ุยังเหมือนเดิม 
ตั้งแต รูปที่ (1) ถึง (4)

F
A

(1) F

O A
(2)

F

-F
r

F
F

-F
O Ar

(3)

O
F

MO

(4)

MO =  r X F

เมื่อพจิารณาจดุอืน่ๆอีก
โดยใหแรง F มีขนาดและทศิทางเทาเดิม  
(หรือยายแรง F ไป ณ จุดใดๆ) 
คาที่เปลี่ยนไป คือ โมเมนต
เพราะ r เปลี่ยนไป

O
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ตัวอยาง 3.6ตัวอยาง 3.6
5 lb

5 lb

6 lb

6 lb
A

B
C

D60ฐ
60ฐ

4 in
6 in

ขอมูล    แรงคูควบ 2 คู กระทาํตอวัตถ ุ  
ดังรูป

ปญหา    ใหหาแรงคูควบ 1 คู 
มาแทนแรงคูควบทั้ง 2
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ตัวอยาง 3.6 วิธีทํา
หาโมเมนตลัพท ของแรงคูควบทั้ง 2

5 lb
5 lb

6 lb

6 lb
A

B
C

D60ฐ
60ฐ

4 in
6 in

M5lb = Fd   =  5x6  = 30 lb ฐ in
M6lb = Fd   =  6x4  =  24 lb ฐ in

MR
2 =  M5lb

2+ M6lb
2-(M5lb)(M6lb)2cos 120ฐ

MR =  46.9 lb ฐ in 
จากรูป ทราบวา M5lb, M6lb อยูในระนาบ XY
M6lb อยูในแกน Y,  M5lb ทํามมุกับแกน X 30ฐ

ใช Cosines Law

30ฐ
φY
120ฐ
60ฐ

M5lb

M6lb

MR

X

Y
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ตัวอยาง 3.6

หาทศิทาง MR จาก Sine Law

MR /sin120ฐ = M5lb /sin φY
30ฐ

φY
120ฐ
60ฐ

M5lb

M6lb

MR

sin φY = (sin120ฐ )(M5lb)/ MR

φY =  33.6ฐ ; φX =  56.4 ฐ
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ตัวอยาง 3.6 ใหแรงคูควบคูใหมคูเดยีวกระทาํที่ C,D

หามมุที่ F1 ทํากับแกน X(θ)

หากใหแรงคูควบคูใหมกระทําที่ G,H

M1 = MR

M1   = F1d1 = 6F1 = 46.9
F1 =  46.9/6  =  7.82  lb

F1 จะเปนเทาใดF1

A
B

C
Dθ

4 in 6 in

F1

θ

φX

MR

จากรูป θ =  90- φX = 90-56.4 
= 33.6ฐ

ก็ใชหลักการเดียวกัน θ เทากัน
 โดยคาแรงจะเปลี่ยนไป

F2

A
B

C
Dθ

6 in

φX

F2

θ
G

H

MR φX =  56.4 ฐ ทิศทางเดิม
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ตัวอยาง 3.7ตัวอยาง 3.7

200N
60ฐO

B 400N

200N
150mm

30
0m

m

60mm

ขอมูล    ระบบแรงกระทาํตอวัตถดุังรูป

วิธีทํา พิจารณาจดุ O

ปญหา   ใหหาแรง 1 แรง 
ซึ่งสมมลูกับระบบดงักลาว

โมเมนตจากแรงคูควบ = 24 N ฐ m
โมเมนตจากแรง 400N = 60 N ฐ m
รวมโมเมนตทั้ง 2        =  84 N ฐ m 

O
MO=84 Nฐm
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ตัวอยาง 3.7

แรง 1 แรงที่จะมาแทนระบบแรงอยางสมมลู

สมมตุิใหแรง 400 N กระทําที่จดุ C

O

B
400N

24 Nฐm

C
400N

ตองมีขนาด 400 N และกระทาํ ณ ตาํแหนง
ที่จะทาํใหเกิด โมเมนตรวมMO เทากับ 84 Nฐm

หาระยะ OC ที่ทาํให MO = 84 Nฐm

(400N)(OC)(cos60 ฐ)  =  84    Nฐm
O60ฐ

(400N)d   = 84    Nฐm

d
OC       =    420  mm

d = OC(cos60 ฐ)
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3.14 การลดระบบแรงใหเหลือแรง 1 แรง และโมเมนตคูควบ 1 คู3.14 การลดระบบแรงใหเหลือแรง 1 แรง และโมเมนตคูควบ 1 คู

ความจริงก็คือการหาแรงลัพทของระบบแรง ณ จดุที่ตองการ
โดยแรงลัพท จะเหลือแรง 1 แรง และโมเมนตคูควบ

ตองการลดระบบแรงดงัรูป
ใหเหลือแรง 1 แรง ที่จุด O
หรือก็คือ
ตองการหาผลลัพทของระบบแรงที่จุด O

F2

F1
F3A1

A2

A3

O
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3.14 การลดระบบแรงใหเหลือแรง 1 แรง และโมเมนตคูควบ 1 คู3.14 การลดระบบแรงใหเหลือแรง 1 แรง และโมเมนตคูควบ 1 คู

วิธีทํา

ทิศทางของแรงลัพท และทศิทางของโมเมนต
บอกเปน θX, θY, θ Z

F2

F1
F3O จะเกิดโมเมนตของแตละแรง

ยายแรงไปที่ O ทั้งหมด เปนแรงรวมจุด

หาแรงลัพท และ โมเมนตลัพท
หาทศิทางของแรงลัพท และทิศทางของมเมนต

M3

M1

M2

A1

A2

A3

O

RMR R = Σ F
MR =   Σ MO = Σ (r X F)
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3.15 ระบบซึ่งสมมูลของแรงหลายแรง3.15 ระบบซึ่งสมมูลของแรงหลายแรง

ระบบแรง 2 ระบบ จะสมมูลกัน ถาพสิจูนไดวา

R1 = R2
MR1 = MR2

แรงลัพทและโมเมนตคูควบ ณ จุดเดยีวกัน เทากัน

ΣF  = Σ Fข
ΣMO = ΣMOข

O



รศ.ประเสริฐ ดํารงชัย                                               
วัตถคงรป

78

3.16 ระบบแรงสมมลูจะใชไดเมื่อ กระทาํตอวัตถุคงรูปเทานั้น

3.17 การลดระบบแรงในลักษณะอืน่
การลดระบบแรง ใหเหลือแรงเดี่ยว 1 

 ตาํแหนงที่แรงลัพทกระทํา อาจจะมีโมเมนตคูควบอยูดวย
หรือ เหลือแรงลัพทเพยีงแรงเดียว ไมมีโมเมนต

หรือการหาแรงลัพทของระบบแรง
จะกระทาํไดเมื่อ

1. แรงทั้งหมด พบกันที่จุดๆหนึ่ง (Concurrent) หรือ
2. แรงทั้งหมดอยูในระนาบเดียวกัน (Coplanar) หรือ
3. แรง ทั้งหมดขนานกัน (Parallel)
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กรณี แรงรวมจุด
R

จะเหลือแรงเดี่ยว 1 แรง ไมมีโมเมนต
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กรณแีรงทั้งหมดอยูในระนาบเดยีวกัน
ตดัระนาบนั้นออกมาเปน 2 มิติ

F3

F1

F2

O

Y

X แรง 3 แรง อยูในระนาบเดยีวกัน 
ปรับเปนระนาบ X-Y

ผลจากการลดระบบแรงมาที่ O จะได R และ MO

ลดระบบแรงลงที่จุด O หรือหาคาแรงลัพทที่ O นั่นเอง

R =  Σ F
MO = Σ M

O

RMO
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กรณีแรงทั้งหมดอยูในระนาบเดียวกัน

R
d

O

เมื่อตองการหาแนวที่แรงลัพทกระทํา โดยไมมีโมเมนต

พิจารณาแนวแรงลัพท อยูที่ระยะหางจาก O เทากับ d
จะได

ตองพจิารณาเทียบกับผลที่เกิดกบัจุด O

(R)(d)  = MO
d  = MO /R

ทุกจุดบนแนวนี้  จะเหลือแรงลัพท 1 แรง ไมมีโมเมนต

MO จากแรงยอย

หรือการหาตําแหนงที่แทจริงของแรงลัพท
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กรณีแรงทั้งหมดอยูในระนาบเดียวกัน

การบอกตาํแหนงแนวแรงลัพท R บอกโดย ระยะตดัแกน X และ Y

พิจารณาทีจุ่ดตดั X  ;    (RY)(X)  = MO

Y  = MO / RX

X  = MO / RY

RY

RXO
x

RY

RX

O
y

พิจารณาจดุตดั Y ;   (RX)(Y)  = MO
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กรณแีรงทั้งหมด ขนานกัน
แรงทั้ง 3 ขนานกัน และใหขนานกับแกน Y

RX = 0  (เพราะแรงตั้งฉากกบัแกน X)

RY =   Σ FY

MX = Σ MX

MZ = Σ MZ

RZ = 0  (เพราะแรงตั้งฉากกบัแกน Z)
MY = 0  (เพราะแรงขนานกับแกน Y)

(a)

F3F1

F2

O

Y

X
Z

(b)

R
O

Y

XZ
MZ

MX

MO
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กรณีแรงทั้งหมด ขนานกัน จากรูป (C)

(c) r Z
X

(a)

F3F1

F2

O

Y

X
Z XRYk - ZRYi   = MXi + MZk

(Xi + Zk) X (Ryj)  =  MXi + MZk

จากสมัประสิทธิข์อง i, k     จะได
-ZRY =  MX และ XRY =  MZ

X
Z

Y

O

โมเมนตรอบแกน X คือ MX
โมเมนตรอบแกน Z คือ MZ

แสดงวา

r X R         =  MO

(b)

R
O

Y

XZ
MZ

MX

MO

R

A
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กรณีแรงทั้งหมด ขนานกัน

(a)

F3F1

F2

O

Y

X
Z

โมเมนตรอบแกน X คือ MX
โมเมนตรอบแกน Z คือ MZ

ถาหาก MA =  0
ถา A เปนตาํแหนงที่แทจริงของ R

จะเหลือโมเมนตคูควบเทานั้น
(แรงหักลางกันหมดแบบแรงคูควบ)

จะเหลือแรงเดี่ยว 1 แรง

และถาหาก R = 0(b)

R
O

Y

XZ
MZ

MX

MO

(c) r Z
X X

Z

Y

O

R

A
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ตัวอยาง 3.8ตัวอยาง 3.8 150N 600N
100N 250N

1.6 1.2 2.0

ขอมูล    คานยาว 4.8 ม ถูกแรงกระทาํ ดงัรูป

A B

ปญหา   ใหลดระบบแรงเปนดังนี้
a) ระบบแรงซึ่งสมมลูกระทําที่ A
b) ระบบแรงซึ่งสมมลูกระทําที่ B
c) เหลือแรงเดี่ยว 1 แรง เทานั้น
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ตัวอยาง 3.8

a)

A

R=-(600N)j

MA=-(1880Nฐm)j
B

สมมลูที่ A มี R และ MA

150N 600N
100N 250N

1.6i
2.8i

4.8i

A B

R = 150j-600j+100j-250j
R  = Σ F

R  =  -600j   

MA =  Σ (r X F)
MA = -1880k 
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ตัวอยาง 3.8

b)

A B

R=-(600N)j

150N 600N
100N 250N

2.0i
3.2i

4.8i

A B
สมมลูที่ B มี R และ MB

MB = 1000 Nฐm
MB = 1000k

R  = Σ F
R  =  -600j

MB =  Σ (r X F)
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ตัวอยาง 3.8
c)

150N 600N
100N 250N

2.0i
3.2i

4.8i

A B

เเรงเดี่ยว 1 แรงเทานั้น
ใหแรงเดี่ยวหรือแรงลัพทกระทําที่ C

ระยะ AC = rC

A BC
rC = -(1880)/(600)  =  3.13  ม

R=600N

-1880k = (rCi)X(-600)j
rC

เปนตาํแหนงที่แรงลัพทเหลือแรงเดี่ยว 1 แรงเทานั้น

R  = Σ F
R  =  -600j

MA =    (rC X R)
พิจารณาโมเมนตรอบ A
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ตัวอยาง 3.9ตัวอยาง 3.9

O
1 2 3

4

60ฐ

45ฐ

3
4

100
100

100 200 100100

70

เรือ Tugboat 4 ลาํ  
ลากจงูเรือเดินสมุทร 
ดวยแรงลําละ 5000 lb ดังรูป

ขอมูล

ปญหา
ใหหา
a) แรงสมมูลที่เสากระโดง O
b) ตาํแหนงที่เรือ Tugboat ลําเดยีว  

มาแทนที่เรือ Tugboat ทั้ง 4 ลาํ
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ตัวอยาง 3.9 วิธีทํา เขียน FBD
แตกแรงเขาสูแกนทั้งหมด

a) แรงสมมูลที่ O

R=13.33 lb

MR
O =1035 lb.ฐft

O
F1

F2

F3

F4

O
θ

θR =  tan-1(9.79)/(9.04) = 47.3 ฐ

R =  Σ F  =  9.04i - 9.79j  
R=13.33 lb

F1X = 2.50i  ;     F1Y =  -4.33j
F2X = 3.00i  ;     F2Y =  -4.00j
F3X =    0     ;     F3Y =  -5.00j
F4X = 3.54i  ;     F4Y =   3.54j

MO = Σ (r X F) =  -1035k
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ตัวอยาง 3.9

b)
ใหเรือ 1 ลาํ กระทาํที่ A ระยะ OA=d

เรือ 1 ลํา กระทําที่ขอบเรือเดินสมุทร หางเสากระโดงไปทางทายเรือ 41.1 ft 

R=13.33 lb

O d
A RX

RY

(d) (RY)+(70)(RX) = MR
O

(d)(9.79)+(70)(9.04) = 10.35

d = 41.1 ft

R =  Σ F  =  9.04i - 9.79j  
R=13.33 lb

70ft.

O
F1

F2

F3

F4
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1000N

1200N

700N

E

ตัวอยาง 3.10ตัวอยาง 3.10 ขอมูล    เคเบิล 3 เสนยึดตดิกบั 
Bracket ดังรูป

วิธีทํา
ลากเสนเชื่อมจากจุด A ไปยังแรงตางๆ

ตั้งแกน X, Y, Z

ปญหา   ใหแทนระบบแรงดวย
แรงและแรงคูควบที่ A

แตกแรงทั้งหมดเปนแรงยอยตามแนวแกน
E

(75,150,50)



รศ.ประเสริฐ ดํารงชัย                                               
วัตถคงรป

94

1000N

1200N

700N

E
(75,150,50)

E

ตัวอยาง 3.10

BE =   752+1502+502 =  175

ที่ B ; FB = (700)(λ)
λ คือ Unit Vector ในแนว BE
λ = (75i - 150j + 50k)/BE

FB = 700(75i-150j+50k)/175

FB = 300i-600j+200k
rB = AB = 0.075i +0.050k

rC = AC = 0.075i-0.050k
FC = 707i-707k

FD = 600i+1039j
rD = AD = 0.100i-0.100j

λ



รศ.ประเสริฐ ดํารงชัย                                               
วัตถคงรป

95

MR
A = 30i + 17.68j + 118.9k      ;   MR

A = 123.9 N ฐ m

FB = 300i-600j+200k
rB = AB = 0.075i +0.050k

rC = AC = 0.075i-0.050k
FC = 707i-707k

rD = AD = 0.100i-0.100j
FD = 600i+1039j

R = 1607i+439j-507k  =  1741.3 N
แรงลัพทที่ A ;  R = Σ F = FB+FC+FD

โมเมนตที่ A  ;  MR
A = Σ (r X F) = (rB X FB) + (rC X FC) + (rD X FD)

1000N

1200N

700N

E
(75,150,50)

E
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ตัวอยาง 3.10

RA

MA

ที่จุด A มแีรง 1 แรง 1741.3 N
โมเมนตคูควบ 1 คู 123.9 N ฐ m 

หาทศิทางในรูปของ
θX, θY, θZ
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ตัวอยาง 3.11ตัวอยาง 3.11

วิธีทํา

12 kips.
40 kips.

20 kips.
8 kips.

ขอมูล    ฐานรากแบบแพ มีเสา 4 ตน 
รับน้าํหนักบรรทุก ดังรูป

ปญหา   ใหหาแรงเดี่ยว 1 แรง ซึ่งสมมูลกับ
ระบบแรงทั้งหมด



รศ.ประเสริฐ ดํารงชัย                                               
วัตถคงรป

98

40kips
12kips

8kips20kipsO

A
B

C
DE

ตัวอยาง 3.11
วิธีทํา เปาหมายคอื หาแรงลัพท และตาํแหนง

แรงลัพท ทีท่ําใหเหลือแรงเดี่ยว 1 แรง

ตั้งแกน X, Y, Z หา Position Vector 
ของระยะจาก O มายังแนวแรงตางๆ

y

x
rO = 0 ; FO = -40j
rC = 10i ; FC = -12j
rD = 10i+5k ; FD = -8j
rE = 4i + 10k ; FE = -20j
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ตัวอยาง 3.11

R=80kips

O

y

x

พิจารณาทีจุ่ด O
R = Σ F  = -80j
MR

O = Σ (r X F)  =  240i -280k240i
MX

-280k MZ
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ตัวอยาง 3.11

แรงเดี่ยว 1 แรงที่สมมูลมีคา 80 kip.  
กระทําทีพ่ิกดั B(3.50 ft, 0, 3.00 ft) ตอบ

R=80kips
O

y

x
Xi
ZkB

rB

-80 X = -280  ;  X = 3.50 ft

(Xi+Zk) X (-80j)  = 240i -280k
-80Xk + 80Zi   =  240i - 280k

80Z = 240   ;   Z = 3.00

หาจดุที่ โมเมนตเปน 0  สมมุติอยูที่จุด B 
rB = Xi+Zk

rB X R =  MR
O

จับคู i และ คู k
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WRENCHWRENCH

เปนระบบแรงที่มีลักษณะเหมือนไขควงหมุนตาปเูกลียว
คือ มีแรงบิด(แรงคูควบ) และแรงพุงตามกฎมือขวา

M F
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WRENCH

เกิดจากทศิทางโมเมนต กับทิศทางแรงเดี่ยวไมตั้งฉากกัน

O

R
M1

M2
O

R
MR

O

ทําใหสามารถแตกคาโมเมนตเปนโมเมนตยอยคูฉาก
โมเมนตยอยสวนหนึ่งตั้งฉากกับแรงเดี่ยว 
อีกสวนหนึ่งทาบไปกับแรงเดี่ยว

สวนที่ทาบไปกับแรงเดี่ยวทาํใหเกิดลกัษณะที่เรียกวา WRENCH
อัตราสวนระหวางโมเมนตตอแรง เรียกวา Pitch of Wrench
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WRENCH

O

R

O

R
MR

O MR
Oλ

ให λ  เปน Unit Vector ในแนว R
λ =   R/R

Projection ของ MR
O ในแนว R คือ M1

M1 = MR
O . λ =     MR

O . (R/R)

Pitch of Wrench = M1 /R = MR
O . (R/R) /(R) = MR

O . R/R2

M1
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