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บทที่ 8

วิธีของงานสมมติ
Method of Virtual Work
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บทที่ 8 วธิีของงานสมมติ
เปนการนําผลของแรงกระทําที่ทําใหเกิดงานมาชวยวิเคราะหโครงสราง
เนื้อหา

8.1 คาํนาํ
8.2 งานของแรงหนึง่แรง
8.3 หลักการของงานสมมติ
8.4 การประยุกตหลักการของงานสมมติ
8.5 เครื่องกลจริง และ ประสิทธิภาพเชิงกล
8.6 งานของแรงหนึง่แรงขณะเกิดการเปลี่ยนตาํแหนงอันตะ
8.7 พลังงานศักย
8.8 พลังงานศักยและสมดุล
8.9 เสถียรภาพของสมดุล
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วัตถุประสงคของการศึกษา

เพื่อศึกษาถึงลักษณะของการเกิดงาน และ
นํามาชวยในการวิเคราะหโครงสราง ตลอดจน
ความเขาใจถึงลักษณะเสถียรภาพของวัตถุสมดุล
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ในการวิเคราะหโครงสรางที่ผานมา ไดทําการวิเคราะหโดยสมการสมดุล
Σ FX = 0        Σ FY = 0 Σ M = 0

ในบทนี้ จะนําหลักการเกิดงานของแรง มาวิเคราะหโครงสราง
งานของแรง = แรงคูณกับระยะทางที่วัตถุเคลื่อนที่ไปตามทิศทางของแรงนั้น

U = F x d
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8.2 งานของแรงแรงหนึง่
F

r+dr
r

O

A

เมื่อแรง F กระทําใหจุด A เคลื่อนที่ไป Aข
เกิดงานตามแนวแรง F = dU

dU = F . dr 8.1
dU = F . dsให dr เปน ds

dU = F ds cosα

dr
Aขα

8.1ข

α < 90ฐ  ทิศทางเคลื่อนที่ตามแรง U มีคาเปน บวก +
α > 90ฐ  ทิศทางเคลื่อนที่ตรงขามแรง U มีคาเปน ลบ -
α = 90ฐ  ทิศทางเคลื่อนที่ตั้งฉากแรง U มีคาเปน ศูนย 0

ใช Dot product เพื่อใหระยะทางทาบแนวแรง

งาน = แรง X ระยะ  หนวย N ฐ m   เรียกเปน จูล Joule:J
เพื่อใหแตกตางจากหนวยของโมเมนต
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แรงในบางตําแหนงหรอืบางลกัษณะ ไมใหงาน เชน
1. แรงกระทาํตอหมุดตรึง (ไมสามารถเคลื่อนที่ ds = 0)
2. แรงที่ตั้งฉากกบัทิศทางการเคลื่อนที่ ( α = 90ฐ :  cos 90ฐ = 0)
3. แรงปฏิกิริยาที่หมดุลื่น(pin) แรงจะหักลางกันหมด 
4. แรงปฏิกิริยาที่ผิวลื่น (ทิศทางการเคลื่อนที่จะตั้งฉากกบัแรงปฏิกิริยา)
5. แรงปฏิกิริยาในลูกลอที่กลิ้งอิสระบนพื้น (เชนเดียวกับผิวลื่น)
6. น้ําหนกัวัตถุที่เคลื่อนที่ไปในแนวราบ (การเคลื่อนที่กบัน้าํหนกัต ั้งฉาก)

แรงที่ใหงาน
น้ําหนักวัตถุ (ยกเวนกรณีขอ 6 ขางบน)
แรงเสียดทาน
แรงภายนอกที่กระทําตอวัตถุ
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ระบบแรงบางลักษณะที่ไมเหลืองานออกมา เนื่องจากหักลางกันหมด

C
Cข

ds
-FF

Σ U = dUF + dU-F

Σ U = F. ds + (- F. ds) = 0

ds

ds

Σ U = T . ds + (- T . ds) = 0
Σ U = dUA + dUB

เชนเดียวกับแรงยึดเหนี่ยวโมเลกุล
ในเนื้อวัตถุ งานจะหักลางกันหมด
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กรณแีรงคูควบ
F

F

r

dsdθ
dθ

F

F

O

เมื่อพิจารณาการหมุนรอบจุด O

θ เปนเรเดียนds = (r/2)dθ

dU = F.ds + F.ds
dU = F(r/2)dθ + F(r/2)dθ

dU = F r dθ

M = Fr
dU = M dθ

ds
8.2
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8.3 หลกัการงานสมมติ  VIRTUAL WORK
เนื่องจากโครงสรางในทางสถิตยศาสตร จะคงรูปเสมอ ไมมีการเคลื่อนที่
ดังนั้นเมื่อจะนําวิธีการเกิดงานมาชวยคํานวณจึงตองสมุมิใหเกิดงาน

สัญลักษณของการสมมติจึงใช δ δU   = งานสมมติ
δθ δs = การเคลื่อนที่สมมติ

F2

Fn

F1

A

Aข
δr

δU = F1 . δr + F2 . δr + ……. + Fn . δr
δ U = (F1+F2+………… +Fn) . δr
δ U = R . δr
ถา Σ F = 0  หรือ R = 0     Σδ U = 0

เปนสภาวะสมดุล

สมมุติวาเมื่อระบบแรงทําให A เคลื่อนที่ไป Aข
ใชผลคูณแบบ dot product ของเวคเตอร
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8.4 การประยกุตใชหลกัการงานสมมติ

เครื่องกล บีบทอนไมที่ B
สมมติวามีการเคลื่อนที่ที่ทอนไม B

ระหวางเคลื่อนที่
มีแรงที่เกี่ยวของคือ
แรง P และแรงตาน
Q
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เมื่อยังไมคิดแรงเสียดทานทอนไมกับพื้น
ที่ A เปนหมดุตรึง แรงปฏิกิริยาที่ A ไมใหงาน
แรงปฏิกิริยา N ที่ B ตั้งฉากกบัการเคลื่อนที่ ไมใหงาน

แรงที่ใหงานคือ แรง P และแรงตาน Q เทานั้น
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XB = 2lsinθl l อนุพันธ XB คือ
δXB = 2lcosθδθ

YC = lcosθ
อนุพันธ YC คือ
δYC = - lsinθδθ

งานจาก Q δUQ =  - Q(δXB)   แนวเดียวกันทิศทางตรงขาม
งานจาก P δUP =    P(-δYC)   แนวเดียวกันทิศทางตามกนั

รวมงานทั้งหมดเขาดวยกัน δU =  δUQ + δUP =  - Q δXB - P δYC

แทนคา δXB และ δYC δU =  - Q 2lcosθδθ - P(- lsinθδθ ) 
Σ δU =  0 Q 2lcosθδθ = Plsinθδθ

Q  = (1/2)P(tanθ) 8.6
8.5

ทิศทางเปนลบ
θ คือ degree of Freedom
มีหนึ่งคา
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สรุปลกัษณะอันเปนประโยชนของงานสมมติ
ในการวิเคราะหโครงสรางดวยงานสมมติ
ทําใหสามารถลดภาระในการคํานวณลงไดมาก
เชน แรงปฏิกิริยาที่จุดตอและแรงภายในสวนใหญ
อาจจะเหลือเพียง 
น้ําหนักบรรทุก แรงกระทําภายนอก และแรงเสียดทาน

แตหากเหน็วาเกิดความยุงยากมาก ควรกลับไปใชวิธีเดิม คือสมการสมดุล



รศ.ประเสริฐ ดํารงชัย                                               
VIRTUAL WORK

14

ในลักษณะโครงสรางที่ถูกบังคับอยางสมบูรณดวยหมุดหมนุตรึง

A และ B เปนหมุดหมุนตรึง
จะสมมติใหหมุดใดหมุดหนึ่งเคลื่อนที่ตามแนว
หรือสมมติใหเกิดการหมุนทั้งโครงก็ได
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8.5 เครือ่งกลจริง และประสิทธิภาพเชิงกล
จากเครื่องบีบไมในหัวขอ 8.4 

F=µN

เมื่อมีแรงเสียดทาน
ระหวางทอนไมกับพื้น

F = µN
Σ FY :   N = P/2

F = µP/2
δU =    - Q δXB - P δYC - F δXB

δU =  - 2Q lcosθδθ + P(lsinθδθ ) - µPlcosθδθ
δXB = 2lcosθδθ
δYC = - lsinθδθ
Σ δU =  0 2Q lcosθδθ = P(lsinθδθ ) - µPlcosθδθ

Q  =  (1/2)P(tanθ - µ)
8.7
8.8
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F=µN

Q  =  (1/2)P(tanθ - µ)
จากสมการ 8.8 

เมิ่อ µ = tan φ
φ คือมุมแหงความเสียดทาน

Q  =  (1/2)P(tanθ - tanφ)
จะไดความจริงวา

θ = φ :    (tanθ - tanφ) = 0  :     Q = 0
θ < φ :    (tanθ - tanφ) < 0  : Q < 0 หรือมีเครื่องหมายเปนลบ
θ > φ :    (tanθ - tanφ) > 0  : Q > 0 หรือมีเครื่องหมายเปนบวก
เพราะฉนั้น เครื่องกลนี้จะทําใหเกิดงานไดเมื่อ θ > φ เทนั้น



รศ.ประเสริฐ ดํารงชัย                                               
VIRTUAL WORK

17

ประสิทธิภาพเชิงกลของเครือ่งกล (η)

η = Output Work
Input Work 8.9

F=µN
η =

δUQ

δUP

= 
2Qlcosθδθ

Plsinθδθ

แทนคา Q จากสมการ 8.8

Q  =  (1/2)P(tanθ - µ) P(tanθ - µ)lcosθδθ
Plsinθδθ

η = = 1 - µcotθ
จะไดวา

µ =  0  (ไมมีแรงเสียดทาน) η = 1
θ = φ (µ cotθ= 1) η = 0
θ < φ (µ cotθ > 1) η < 0 หมายถึงติดลบ
θ > φ (µ cotθ < 1) 0 < η > 1 
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ตัวอยาง 8.1

ใหหาโมเมนตคูควบที่ E
สมมติวาโครงถูกทําใหถอยหลัง

ตั้งแกน X-Y ที่หมุด E XD = 3lcosθ
อนุพันธ XD คือ δXD = -3lsinθδθ
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ตัวอยาง 8.1

ใหหาโมเมนตคูควบที่ E

งานสมมติจะเกิดจาก M และ P
δUM = Mδθ δUP = PδXD

Mδθ + PδXD = 0
แทนคา δXD Mδθ + P (-3lsinθδθ ) = 0

M  = 3Plsinθ ตอบ

XD = 3lcosθ δXD = -3lsinθδθ

ΣδU = 0
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ตัวอยางที่ 8.2

ใหหานิพจนสําหรับ
มุม θ และแรงดึงของสปริง
ให k เปนคาคงตัวสปริง
ระยะที่ยังไมยืดคือ h
ไมคิดน้ําหนักเครื่องกล

เพื่อใหเกิดงาน สมติใหหมุด C เลื่อนลง

ตั้งแกน X-Y ที่หมุด A
ระยะยืดเกิดแรงสปริงเทากับ s
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ตัวอยางที่ 8.2
YB = lsinθ
δYB = lcosθδθ

S = YC - h = 2lsinθ - h
แรงในสปริง F = ks
F = k(2lsinθ - h)

ΣδU = 0
δUP = P δYB
δUF = - F δYC

P δYB - F δYC =  0
P lcosθδθ - F (2lcosθδθ ) =  0

P lcosθδθ - k(2lsinθ - h) (2lcosθδθ ) = 0
sinθ = (P+2kh)/(4kl)

YC = 2lsinθ
δYC = 2lcosθδθ
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ตัวอยางที่ 8.2
YB = lsinθ
δYB = lcosθδθ
YC = 2lsinθ
δYC = 2lcosθδθ

S = YC - h = 2lsinθ - h
แรงในสปริง F = ks
F = k(2lsinθ - h) ….. (1)

δUP = P δYB
δUF = - F δYC

sinθ = (P+2kh)/(4kl)
แทนคา sinθ ใน (1)

F = P/2

ตอบ

ตอบ
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ตัวอยางที่ 8.3
กลอง W 
มีมวล 1000 kg 
บรรทุกบนชุดแมแรง
ชุดแมแรงประกอบดวย
ไฮดรอลิค 2 ชุด

θ = 60ฐ
a = 0.7 m   
L = 3.2 m

ใหหาแรงในกระบอกไฮดรอลิคแตละตัว
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แยกสวนแทนรับน้ําหนักออกมา

ที่ E และ G เปนหมุดหมุนอยูกับที่ ไมใหงาน
งานจะเกิดขึ้นไดเฉพาะจากแรงกระบอกไฮดรอลิค FDH
และน้ําหนักบรรทุก W
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ตั้งแกน X-Y   ที่ หมุด E เพื่อใหเกิดงานสมมติ ใหแทนยกขึ้น
จากรูป δUW = - (1/2)W δY δUF = F δS

Σ δU = 0 - (1/2)W δY + F δS =  0 (1)

Y = 2a sinθ δY =2a cosθδθ
δ s คือระยะD>Dข

แบงใหไฮดรอลิคตัวละ W/2
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จากกฎของ cosine S2 = a2+ L2 - 2aLcosθ
หาอนุพันธ (diff) ได 2S δS = 0 + 0 - 2aL(-sinθ )δθ

δS =  aL(sinθ) δθ /S (2)
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แทนคา δY  δS ลงในสมการ (1) - (1/2)W δY + F δS =  0

δY =2a cosθδθ
δS =  aL(sinθ) δθ /S

- (1/2)W 2a cosθδθ + F aL(sinθ) δθ /S =  0
แกสมการ

F  =  (WS/L)cotθ (3)
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หาคาตัวเลขแทนคาในสมการ (3)
F  =  (WS/L)cotθ

W = 1000x9.81 = 9.81 kN
S2 = a2+ L2 - 2aLcosθ
S2 = (0.7)2+ (3.2)2 - 2(0.7)(3.2)cos60ฐ
S = 2.91  m

a = 0.7  m
L = 3.2  m
θ = 60ฐ

F  =  (9.81 kN 2.91 m/3.2 m)cot60ฐ
F  =  5.15  kN ตอบ
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8.6 งานของแรงหนึ่งแรงขณะเกดิการเปลีย่นตาํแหนงอันตะ

จาก dU = F . dr
เมื่อพิจารณาระยะ
ในชวงหนึ่ง A1 ฎ A2

U 1-2 =   ๒ F . dr
A2

A1

และจาก dU  = F ds cosα

U 1-2 =   ๒ F cosα ds
S1

S2

U 1-2 =  F (S2-S1)

8.11
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จากงานของโมเมนต

dU = Mdθ
เมื่อพิจารณาการหมุนในชวงจํากัดหนึง่

U 1-2 =  ๒ Mdθ
θ2

θ1

8.2

8.12

เมื่อคา M คงที่
U 1-2  = M(θ2 − θ1)
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งานของน้ําหนกั
เมื่อเปนลักษณะน้ําหนกัเลื่อนขึ้น

dU = - Wdy
เมื่ออินทรีเกรทจาก A1 ถึง A2

U 1-2 = - ๒ Wdy  =  Wy1 - Wy2y1

y2

8.13

U 1-2 = - W(y2 - y1) = -W ∆ y
8.13ข
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งานของแรงซึ่งเกิดจากสปริง

F2

F1

F = ks 8.14
dU = - F dx = - kx dx

U 1-2 = - ๒ kx dx 
= (1/2)kx1

2-(1/2)kx2
2

x2
x1

หรือจาก พ.ท. (คางหมู) U 1-2 = - (1/2)(F1+F2)∆ x
8.15

8.16
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8.7 พลงังานศักย

U 1-2 = - ๒ Wdy  =  Wy1 - Wy2y1

y2
เมื่อเปนลักษณะน้ําหนกัเลื่อนขึ้น

เมื่อพิจารณาเปนพลังงานศักดิ์
จากแรงโนมถวงของโลก ให
Vg แทน Wy

U 1-2 =  (Vg)1 - (Vg)2

เขียนใหมเปน

8.17
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พิจารณาจาก A1 ถึง A2

U 1-2 =  (1/2)kx1
2 - (1/2)kx2

2

U 1-2 =  (Ve)1 - (Ve)2

ถา (Ve)2 มากกวา (Ve)1
U  =  - V
dU  =  - dV 8.19

เมื่อหาปริพันธกลับ (Integrated)
U 1-2 =  V1 - V2 8.20
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8.8 พลงังานศักยและสมดุล
เมื่อนําไปพิจารณาเปนงานสมมติ

δ U  = − δ V
ถาตัวแปรคือมุม θ

โดยที่ δθ ตองไมเทากับ 0δ U  = − (δ V/δθ)δθ
ในสภาวะสมดุล dU  = 0

(δ V/δθ)δθ = 0

เมื่อ δθ ไมเทากับ 0         δ V/δθ =  0 8.21
หมายถึงจุดที่ฟงชั่น V มีคา Slope เปน 0 หรืองาน = 0
 หรือจุดสมดุลนั่นเอง
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ตั้งแกน X-Y ที่ A

สปริงไมยืดเมื่อ B ทับ A
พิจารณาเมื่อสปริงยืดไป XB

พลังงาน สปริง Ve = (1/2)KXB
2

พลังงานจาก W :    Vg = WYc
จากรูป XB = 2lsinθ :  Yc = lcosθ

Ve = (1/2)K(2lsinθ)2 และ Vg =  W lcosθ
รวม V  =  Ve + Vg   = 2Kl2sin2θ + W lcosθ 8.22
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เมื่อพิจารณาสมดุลเพื่อหาคา θ
จาก

ถา lsinθ = 0
sinθ = 0 θ = 0

ถา 4Kl cosθ - W = 0
Cosθ =  W/4kl θ =  cos-1 (W/4kl)

รวม V  =  2Kl2sin2θ + W lcosθ

dV/dθ =4Kl2sinθ cosθ - W lsinθ
= 0 

dV/dθ =lsinθ(4Kl cosθ - W) = 0 

กรณีนี้ W ตองไมมากกวา 4kl  เพราะcos θ มากกวา 1 เปนไปไมได
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8.9 เสถียรภาพของสมดุล Stability of Equilibrium
เมื่อ dV/dθ คือคา Slope หรือความลาดเอียง
ของเสนกราฟ ของฟงชั่น V

d2V/dθ 2 คืออัตราการเปลี่ยนความลาดชัน

กรณีนี้ d2V/dθ 2 เปน + หรือ มากกวา 0

เปนลักษณะสมดุลที่มีเสถียรภาพ
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8.9 เสถียรภาพของสมดุล Stability of Equilibrium

กรณีนี้ d2V/dθ 2 เปน - หรือ นอยกวา 0

เปนลักษณะสมดุลที่ไมมีเสถียรภาพ
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8.9 เสถียรภาพของสมดุล Stability of Equilibrium

กรณีนี้ d2V/dθ 2 มีคาเปน 0

เปนลักษณะสมดุลที่มีเสถียรภาพคงตัว
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ตัวอยางที่ 8.4

ใหหาตําแหนงที่เกิดสภาวะสมดุล
และตรวจสอบเสถียรภาพ
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ตัวอยางที่ 8.4

S = a θ

Y=b cosθVe = (1/2)ks2

Vg = WY = mg Y

แทนคา Y และ S

Ve = (1/2)ka2 θ2

Vg =  mg bcos θ

V = Ve + Vg

V = (1/2)ka2 θ2 + mg bcos θ

dV/dθ = ka2 θ - mg bsin θ = 0
เมื่อให θ เปนตัวแปร

ka2 θ - mg bsin θ = 0

แทนคาแกสมการหา คามุม θ
sin θ =  (ka2 θ ) /(mgb)

จากสปริง

จากน้ําหนัก W
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sin θ =  (ka2 θ ) /(mgb)
sin θ =  0.8699 θได

ลองผิดลองถูก
θ = 0   และ 0.902  rad.
หรือ
θ = 0ฐ และ 51.7ฐ ตอบ

ตัวอยางที่ 8.4
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ตรวจสอบเสถียรภาพสมดุลทั้งสองตําแหนง
Diff  V  สองครั้ง
V = (1/2)ka2 θ2 + mg bcos θ

d2V/dθ2 = ka2 - mg bcos θ 
แทนคา

d2V/dθ2 = 25.6 - 29.34 cos θ 

เมื่อ θ = 0
d2V/dθ2 = -3.83 ไมมีเสถียรภาพ

เมื่อ θ = 51.7
d2V/dθ2 = 7.36 มีเสถียรภาพ

ตอบ
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