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คำนำ

เน้ือหาในตำราเล่มน้ีผู้เขียนได้จัดทำข้ึนโดยมีวัตถุประสงค์หลักก็เพ่ือใช้ในประกอบการเรียน
การสอนในวิชา315 102 General Physics I สำหรับนักศึกษาคณะวิทยาศาสตร์และคณะ
ศึกษาศาสตร์ช้ันปีท่ี 1 เน้ือหาในตำราเล่มน้ีส่วนใหญ่จะอ้างอิงจากตำราภาษาอังกฤษ ซึ่งได้มี
การอธิบายหลักการต่างๆทางฟิสิกส์ รวมท้ังโจทย์ตัวอย่างได้อย่างชัดเจนและเข้าใจง่าย ด้วยเหตุน้ี
จึงทำให้ผู้เขียนมีความพยายามท่ีจะทำตำราเล่มน้ีข้ึนมาโดยทำการจัดวางลำดับของเน้ือหา
ให้มีความสัมพันธ์และสอดคล้องกับตำราภาษาอังกฤษท่ีใช้กันอย่างแพร่หลาย โดยมุ่งหวังให้
นักศึกษาได้สามารถเรียนรู้เพ่ิมเติมจากเน้ือหาท่ีสอนในชั้นเรียนและมีทักษะในการคิดวิเคราะห์
และแก้โจทย์ปัญหาอย่างเป็นระบบ

สำหรับตำราเล่มน้ีผู้เขียนก็หวังเป็นอย่างยิ่งว่าคงจะเกิดประโยชน์ต่อนักเรียนนักศึกษา
หรือผู้ท่ีสนใจวิชาฟิสิกส์ท่ัวไปไม่มากก็น้อย ในการทำงานใดๆ ย่อยมีข้อผิดพลาดเกิดบ้าง
เป็นธรรมดาเช่นเดียวกันในสำหรับตำราเล่มน้ีก็อาจจะมีข้อบกพร่องได้เสมอ ดังน้ันผู้เขียน
เองขอน้อมรับคำติชมและข้อแนะนำท่ีเป็นเป็นโยชน์จากผู้อ่านทุกท่านเพ่ือจะได้นำไปปรับปรุง
เน้ือหาให้ดียิ่งข้ึนในโอกาสต่อไป ผู้เขียนต้องขอขอบคุณทีมงานท่ีพัฒนาโปรแกรม LATEX2εและ
LatexDraw ท่ีช่วยทำให้ตำราเล่มน้ีสำเร็จลุล่วงไปด้วยดี

ในการพิมพ์ครั้งน้ี ได้รับทุนสนับสนุนจากกองทุนพัฒนาและส่งเสริมด้านวิชาการ คณะ
วิทยาศาสตร์ มหาวิทยาลัยขอนแก่น ผู้เขียนจึงใคร่ขอขอบคุณมา ณ โอกาสน้ี
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บทท่ี 1

บทนำ

1.1 ความสำคัญของวิชาฟิสิกส์

วิชาฟิสิกส์ (physics) เป็นสาขาหน่ึงทางด้านวิทยาศาสตร์กายภาพ (physical science) ท่ี
ศึกษาปรากฎการณ์ทางธรรมชาติ โดยใช้คณิตศาสตร์เป็นเครื่องมือสำหรับการวิเคราะห์และป
รากฎการณ์หลายๆอย่างเหล่าน้ีสามารถเขียนอธิบายในรูปสมการทางคณิตศาสตร์ ยกตัวอย่าง
เช่น กฎการเคลื่อนท่ีของนิวตัน กฎแห่งความโน้มถ่วง หลักการคงตัวของพลังงาน สมการ
คลื่นแม่เหล็ไฟฟ้า เป็นต้น ฟิสิกส์มีความสำคัญและมีบทบาทอย่างมากต่อวิทยาศาสตร์สาขา
อื่นๆท้ังท่ีเป็นวิทยาศาสตร์บริสุทธิ์ (pure science) และวิทยาศาสตร์ประยุกต์ (applied sci-
ence) หรือเทคโนโลยี (technology)

ในด้านวิทยาศาสตร์บริสุทธิ์ ฟิสิกส์มีบทบาทสำคัญต่อวิชาเคมีและชีววิทยามาก เพราะว่า
สสาร (matter) ประกอบด้วยกลุ่มก้อนของอนุภาคท่ีเรียกว่าอะตอม (atom) และโมเลกุล
(molecule) และอนุภาคเหล่าน้ันก็จะมีแรงยึดจับกันทำให้เกิดการก่อตัวเป็นรูปร่างท่ีมีขนาด
ในการเปลี่ยนแปลงของโครงสร้างโมลกุลหน่ึงไปเป็นอีกโครงสร้างของโมเลกุลอีกชนิดหน่ึง
หรือกระบวนต่างๆท่ีเกิดข้ึนในสิ่งมีชีวิต เช่น กระบวนการสังเคราะห์แสงของพืช การทำงาน
ของระบบประสาท การมองเห็นของตา เป็นต้น สิ่งเหล่าน้ีล้วนจำเป็นต้องอาศัยองค์ความรู้
ของวิชาฟิสิกส์เป็นพ้ืนฐานในการอธิบาย

สำหรบับทบาทของวิชาฟิสิกส์ในด้านวิทยาศาสตร์ประยุกต์และเทคโนโลยีน้ัน จะเห็น
ว่าในปัจจุบันมีการประดิษฐ์เครื่องมือและอุปกรณ์ต่างๆท่ีทันสมัยและช่วยอำนวยความสะดวก
ให้กับมนุษยศาสตร์ได้ดำรงชีวิตอยู่อย่างมีความสุขและปลอดภัย ยกตัวอย่างเช่น

• ทางด้านวิศวกรรมศาสตร์ อาศัยเครื่องมือและทฤษฎีต่างๆทางฟิสิกส์ เพ่ือศึกษาหาวัสดุ
ท่ีเหมาะสมในการก่อสร้าง และโครงสร้างของสิ่งก่อสร้าง
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• ทางด้านแพทยศาสตร์ อาศัยเครื่องมือและทฤษฎีต่างๆทางฟิสิกส์ในการวินิจฉัย และ
รักษาโรค เช่น การใช้กัมมันตภาพรังสีในการวินิจฉัยและรักษาโรคบางชนิด การใช้แสง
เลเซอร์ในการผ่าตัดเฉพาะท่ี

• ทางด้านธรณีวิทยา อาศัยเครื่องมือและทฤษฎีต่างๆทางฟิสิกส์ในการสำรวจแหล่งน้ำ
น้ำมัน และโครงสร้างของช้ันต่างๆของเปลือกโลก

ในความเป็นจริงยังมีอีกหลากหลายสาขาวิชาท่ีจำเป็นต้องใช้พ้ืนฐานของวิชาฟิสิกส์เป็นหลัก
ดังน้ันการเรียนวิชาฟิสิกส์จึงมีความจำเป็นอย่างมากสำหรับนักเรยีนและนักศึกษาท้ังสาขา
ทางด้านวิทยาศาสตร์ และวิศวกรรมศาสตร์และเทคโนโลยี

1.2 ฟิสิกส์กับการวัด

ในการทดลองทางวิทยาศาสตร์จำเป็นต้องมีการวัดปริมาณต่างๆด้วยเครื่องมือ ปริมาณบาง
อย่างอาจมีเครื่องวัดได้โดยตรงเช่น ระยะทาง เวลา กระแสไฟฟ้า เป็นต้น แต่ก็มีปริมาณ
บางอย่างท่ีไม่สามารถวัดได้โดยตรงด้วยเครื่อง จะต้องคำนวณจากปริมาณต่างๆท่ีวัดได้ เช่น
โมเมนตัม พลังงานจลน์ การวัดแต่ละอย่าง ผลของการวัดย่อมมีความไม่แน่นอนเกิดข้ึน
เสมอ เรียกว่า ความคลาดเคลื่อนของการวัด (error of measurements) ซึ่งจำแนกได้สาม
ประเภทดังน้ี

1. ความคลาดเคลื่อนเน่ืองจากสะเพร่า (gross errors) เกิดจากตัวผู้ทำการทดลองเองท่ี
ไม่รอบครอบ บันทึกผิดพลาด การอ่านค่าผิด

2. ความคลาดเคลื่อนของเครื่องมือ (systematic errors) เกิดจากความผิดพลาดของเครื่องมือ
เช่น สเกลท่ีอ่านค่ามีความคลาดเคลื่อน ทำให้ข้อมูลท่ีบันทึกมีความคลาดเคลื่อนไปท้ัง
ระบบ อย่างไรก็เราสามารถแก้ไขได้ด้วยการปรับระบบสเกลท่ีเครื่องมือ

3. ความคลาดเคลื่อนท่ีไม่รู้สาเหตุ (random errors) เป็นความคลาดเคลื่อนท่ีเกิดจาก
สาเหตุภายนอกท่ีไม่สามารถควบคุมได้ซึ่งมีผลต่อเครื่องมือและผู้ทำการทดลองสำหรับ
ความคลาดเคลื่อนน้ีเราสามารถจัดการได้ด้วยการใช้วิธีการางสถิติ

1.2.1 เลขนัยสำคัญ

ในการบันทึกข้อมูลเชิงตัวเลขของปริมาณต่างๆท่ีวัดโดยเครื่องมือจะต้องคำนึงถึงความละเอียด
ของเครื่องมือท่ีทำการวัดและตัวเลขท่ีบันทึกจะต้องสื่อความหมายอย่างมีนัยสำคัญ เช่น ต้องการ
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วัดพ้ืนท่ีสี่เหลี่ยมของแผ่นแก้วอันหน่ึงโดยใช้ตลับเมตร สมมติว่าความแม่นยำ (accuracy)
ในการวัดด้วยเครื่องมือน้ีคือ ±0.1 cm ถ้าวัดความยาวของแผ่นแก้วได้ 5.5 cm เราสามารถ
อ้างได้ว่าความยาวของแผ่นแก้วน้ีมีค่าอยู่ระหว่าง 5.4 และ 5.6 cm ในกรณีน้ีเรากล่าวได้ว่า
ค่าท่ีวัดได้มีเลขนัยสำคัญ (significant figure) 2 ตัว ในทำนองเดียวกัน ในการวัดความกว้าง
ของมัน ค่าท่ีได้คือ 6.4 ดังน้ันค่าจริงจะอยู่ระหว่างค่า 6.3 และ 6.5 cm ข้อสังเกตุตัวเลข
นัยสำคัญจะรวมตัวเลขท่ีได้จากการกะประมาณลำดับแรก ดังน้ันเราสามารถเขียนค่าท่ีทำการ
วัดได้ดังน้ี5.5 ± 0.1 cm และ 6.4 ± 0.1 cm เม่ือทำการคำนวณหาพ่ืนท่ีเราจะได้ (5.5)
cm(6.4) cm = 35.2 cm2 จะเห็นว่าคำตอบน้ีไม่น่าเช่ือถือ เน่ืองจากค่าท่ีได้จำนวนตัวเลข
นัยสำคัญ 3 ตัว ซึ่งมากกว่าเลขนัยสำคัญของแต่ละตัวท่ีนำมาคูณ ดังน้ันในการหาจำนวน
ตัวเลขนัยสำคัญจึงมีกฎดังน้ีคือเม่ือทำการคูณหลายๆปริมาณ จำนวนตัวเลขนัยสำคัญของ
คำตอบสุดท้ายจะต้องเท่ากับจำนวนเลขนัยสำคัญท่ีน้อยท่ีสุดของปริมาณท่ีนำมาคูณ และกฎ
เดียวกันน้ีสามารถนำไปใช้กับการหาร จากกฎดังกล่าวทำให้เราได้คำตอบสุดท้ายว่า พ้ืนท่ี
ของแผ่นแก้วมีค่าเป็น 35 cm2 ซึ่งค่าจริงอาจจะอยู่ระหว่าง 34 และ 36 cm2 ก็ได้

ตัวเลขศูนย์อาจจะเป็นหรือไม่เป็นเลขนัยสำคัญก็ได้ข้ึนอยู่ตำแหน่งของมัน เช่น เลข
ศูนย์ท่ีใช้ในการระบุเลขทศนิยม 0.03 และ 0.0075 ไม่มีนัยสำคัญ ดังน้ันท้ังสองจำนวนจึงมี
เลขนัยสำคัญเป็น 1 และ 2 ตัว ตามลำดับ อย่างไรก็ตาม เลขศูนย์ท่ีตามหลังเลขอื่นๆอาจจะ
มีค่ากำกวนในการพิจารณาเลขนัยสำคัญเช่น มวลวัตถุวัดได้ 1500 g จะเห็นว่าเราไม่รู้ว่าเลข
ศูนย์สองตัวสุดท้ายมีนัยสำคัญในการวัดครั้งน้ีหรือไม่ เพ่ือแก้ปัญหาน้ีเราควรเขียนตัวเลขใน
แบบวิทยาศาสตร์ (scientific notation) ดังน้ีคือ 1.5 × 103 g ในกรณีน้ีจะมีเลขนัยสำคัญ 2
ตัว หรือ 1.50 × 103 g จะมีเลขนัยสำคัญ 3 ตัว เป็นต้น

สำหรับการบวกหรือลบ จำนวนตำแหน่งเลขทศนิยมของผลลัพธ์จะเท่ากับจำนวนตำแหน่ง
เลขทศนิยมท่ีน้อยท่ีสุดของตัวเลขใดๆท่ีนำมารวมกัน เช่น เราต้องการคำนวณ 123 + 5.35

ผลลัพธ์ท่ีได้จะต้องเท่ากับ 128 ไม่ใช่ 128.35 หรือ 1.0001+0.0003 ผลลัพธ์ท่ีได้คือ 1.0004

ทำนองเดียวกันสำหรับการลบเช่น 1.002 − 0.998 = 0.004

1.2.2 การวิเคราะห์เชิงไดเมนชันส์

โดยท่ัวไปปริมาณท่ีจะนำมาบวกหรือลบกันได้น้ันจะต้องเป็นไปตามเงื่อนไขสองประการ คือ
ประการแรกต้องเป็นปริมาณประเภทเดียวกัน ประการท่ีสองต้องมีหน่วยของการวัดเป็นหน่
วนเดียวกัน ตัวบ่งช้ีว่าปริมาณน้ันเป็นประเภทเดียวกันหรือไม่น้ัน เรียกว่า ไดเมนชันส์ (di-
mensions) การวิเคราะห์ไดเมนชันส์มีความสำคัญอย่างมากในการศึกษาวิชาฟิสิกส์ในการช้ีนำ
ในการแก้ปัญหาในการวิเคราะห์ไดเมนชันส์ เราเริ่มด้วยการกำหนดสัญลักษณ์ของปริมาณ
พ้ืนฐาน ได้แก่ ไดเมนชันส์ของความยาวเป็น L ไดเมนชันส์ของเวลาเป็น T ไดเมนชันส์ของ
มวลเป็น M เป็นตน้ ดังน้ันในการวัดความเร็วซึ่งมีนิยามเป็นอัตราส่วนของระยะทางต่อเวลา
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น่ันคือ ความเร็วมีไดเมนชันส์เป็น LT−1 ความเร่งคือความเร็วหารด้วยเวลา มีไดเมนชันส์
เป็น LT−2 และแรงคือผลคูณของมวลกับความเร่ง มีไดเมนชันส์เป็น MLT−2 ถ้าปริมาณใด
มีไดเมนชันส์เป็น 1 เช่น LL−1 กล่าวได้ว่าปริมาณน้ันไม่มีไดเมนชันส์ (dimensionless)

ตัวอย่างท่ี 1 สมมติว่าเราทราบความเร่ง a ของอนุภาคท่ีกำลังเคลื่อนท่ีด้วยอัตราเร็วคงท่ี v

เป็นวงกลมรัศมี r เป็นสัดส่วนโดยตรงกับ rn และกับค่า vm จงหาค่าของ n และ m

วิธีทำ สมมติว่าเรากำหนดให้

a = krnvm

เม่ือ k คือค่าคงท่ีไม่มีไดเมนชันส์ เน่ืองจากเราทราบไดเมนชันส์ของ a, r และ v ดังน้ันเรา
สามารถวิเคราะห์หาค่า n และ m จากสมการของไดเมนชันส์ได้ดังน้ี

L/T2 = Ln(L/T)m = Ln+m/Tm

ไดเมนชันส์ของท้ังสองข้างต้องเหมือนกันโดยเงื่อนไขท่ี n + m = 1 และ m = 2

ดังน้ันเราจะได้ n = −1 และเราสารถเขียนสมการของความเร่งได้เป็น

a = kr−1v2 = k
v2

r

1.2.3 หน่วย (unit)

หน่วยเป็นสิ่งท่ีบอกให้รู้ว่าปริมาณท่ีทำการวัดน้ันคืออะไรและวัดในระบบมาตราไหน เช่น ระยะ
ทางอาจวัดในหน่วยเมตร (metre, m) หรือวัดในหน่วยกิโลเมตร (kilometre, km) ดังน้ันใน
การวิเคราะห์ข้อมูลจะต้องคำนึงถึงหน่วยท่ีวัดด้วยว่าปริมาณเหล่าน้ันถูกวัดในมาตราเดียวกัน
หรือไม่ สำหรับมาตราท่ีถือว่าเป็นหน่วยพ้ืนฐานของการวัดปริมาณทางฟิสิกส์ในระบบหน่วย
สากล หรือท่ีเรียกว่า ระบบ SI (The International System of Units) มีอยู่ 7 อย่างดังน้ีคือ

1. หน่วยวินาที (second, s) ใช้ในการวัดเวลา

2. หน่วยเมตร (metre, m) ใช้วัดระยะทาง

3. หน่วยกิโลกรัม (kilogram, kg) ใช้วัดมวล

4. หน่วยแอมแปร์ (ampere, A) ใช้วัดปริมาณกระแสไฟฟ้า

5. หน่วยเคลวิน (kelvin, K) ใช้วัดอุณหภูมิ
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6. หน่วยโมล (mole, mol) ใช้วัดปริมาณของเน้ือสารท่ีมีช้ินส่วนย่อยเท่ากับจำนวนอะตอม
ของคาร์บอน-12 ท่ีมีมวลรวมเท่ากับ 0.012 กิโลกรัม

7. หน่วยแคนเดลา (candela, cd) ใช้วัดความเข้มของแสง

หน่วยของปริมาณอื่นๆสามารถเขียนในเทอมของหน่วยพ้ืนฐานเหล่าน้ีได้เสมอ เช่น หน่วย
ของการวัดปริมาณของแรงคือ นิวตัน (N) ซึ่งสามารถเขียนให้อยู่ในหน่วยพ้ืนฐานได้เป็น
kg.m/s2

1.3 แคลคูลัสเบ้ืองต้นสำหรับฟิสิกส์

จุดสำคัญของคณิตศาสตร์สำหรับฟิสิกส์อยู่ท่ีการวิเคราะห์อัตราการการแปรผันระหว่างตัวแปร
จำนวนตัวแปรอาจเป็นคู่หน่ึงหรืออาจจะเป็นหลายๆตัวแปรก็ได้ซึ่งข้ึนอยู่กับความซับซ้อน
ของปัญหา หลายปรากฎการณ์ทางฟิสิกส์หรือศาสตร์อื่นๆมักจะบรรยายความเปลี่ยนแปลง
ของตัวแปรหน่ึงว่าจะเปลี่ยนแปลงอย่างไรเม่ืออีกตัวแปรหน่ึงมีการเปล่ียนแปลง เช่น วัตถุ
ท่ีเคลื่อนท่ีไปในแนวเส้นตรง ตำแหน่งของวัตถุน้ันจะเปลี่ยนแปลงอย่างไรกับเวลา พลังงาน
จลน์ของวัตถุจะเปลี่ยนแปลงอย่างไรกับตำแหน่ง สนามแม่เหล็กจะเปลี่ยนไปกับเวลาอย่างไร
เป็นต้น จะเห็นได้ว่าวิชาคณิตศาสตร์เป็นเครื่องมือท่ีสำคัญมากสำหรับการวิเคราะห์กฎเกณฑ์
ทางธรรมชาติ เราจะเห็นว่าในอดีตท่ีผ่านมาจนกระท่ังมาถึงยุคปัจจุบันน้ี นักฟิสิกส์ท่ีเก่งๆ
และประสบความสำเร็จท้ังในด้านการทดลองและในด้านทฤษฎีน้ัน ท่านท้ังหลายน้ันล้วนมี
พ้ืนฐานทางด้านคณิตศาสตร์ท่ียอดเยี่ยมมาก

1.3.1 อนุพันธ์ (derivative)

พิจารณาความสัมพันธ์ระหว่างสองตัวแปรคือ y และ x โดยท่ี x เป็นตัวแปรอิสระ และ y

เป็นตัวแปรตามหรือกล่าวอีกนัยหน่ึงคือ ค่าของตัวแปร y ข้ึนอยู่กับตัวแปร x ในทางคณิต
ศาสาตร์ เขียนแทนด้วย y = f(x) เม่ือ f แทนฟังก์ชันใดๆก็ได้ท่ีมีค่า x ปรากฎอยู่ใน
สมการ เช่น y = f(x) = 2x2 + 3x + 4 หรือ y = f(x) = sin(x) เป็นต้น ดังน้ันในการหา
อนุพันธ์ของ y เทียบกับ x มีนิยามดังน้ี

dy

dx
= lim

Δx→0

Δy

Δx
= lim

Δx→0

y(x + Δx) − y(x)

Δx
(1.1)

จากรูปท่ี 1.1 เม่ือ Δx = x2 − x1 และ Δy = y2 − y1 สิ่งสำคัญท่ีต้องทำความเข้าใจคือว่า
dy/dx ไม่ใช่อัตราส่วนระหว่างค่า dy กับ dx แต่มีความหมายถึงอัตราการเปลี่ยนแปลงของ
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y

x
x2x1

y1

y2

y = f(x)

Δx

Δy

รูปท่ี 1.1: การหาค่าอนุพันธ์ของตัวแปร y เทียบกับ ตัวแปร x

y เทียบกับ x เม่ือขนาดของ Δx มีค่าเข้าใกล้ศูนย์น่ันเองจากรูปเราจะเห็นว่าค่า dy/dx ก็คือ
ค่าความชัน (slope) ของกราฟระหว่างจุดสองจุดน่ันเอง และถ้าเราทำการลดขนาดของ Δx

ให้น้อยลงมากๆจนถือได้ว่าจุดสองจุดเกือบจะทับกันพอดี ดังน้ันค่า dy/dx ก็คือค่าความชัน
ของกราฟท่ีจุดน้ัน

สมบัติพิเศษของอนุพันธ์

• อนุพันธ์ของผลคูณของสองฟังก์ชัน ถ้ากำหนดให้ฟังก์ชัน f(x) เป็นผลคูณของฟังก์ัชัน
g(x) และ h(x) แล้วอนุพันธ์ของฟังก์ชัน f(x) มีค่าเป็นดังน้ี

d

dx
f(x) =

d

dx
[g(x)h(x)] = g(x)

dh(x)

dx
+ h(x)

dg(x)

dx
(1.2)

• อนุพันธ์ของผลบวกของสองฟังก์ชัน ถ้ากำหนดให้ฟังก์ชัน f(x) เป็นผลบวกของฟังก์ัชัน
g(x) และ h(x) แล้วอนุพันธ์ของฟังก์ชัน f(x) มีค่าเป็นดังน้ี

d

dx
f(x) =

d

dx
[g(x) + h(x)] =

dg(x)

dx
+

dh(x)

dx
(1.3)

• กฎลูกโซ่ (chain rule) ของอนุพันธ์ ถ้า y = f(x) และ x = g(z) แล้วค่าอนุพันธ์
ของ dy/dz สามารถเขียนอยู่ในรูปผลคูณของสองอนุพันธ์ดังน้ี

dy

dz
=

dy

dx

dx

dz
(1.4)

• การหาอนุพันธ์ลำดับท่ีสอง (the second derivative) อนุพันธ์ลำดับท่ีสองของ y เทียบ
กับ x มีค่าเป็นดังน้ี

d2y

dx2
=

d

dx

(
dy

dx

)
(1.5)
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จากสมบัติดังกล่าวของอนุพันธ์ ทำให้เราสามารถสร้างตารางของสูตรมาตรฐานสำหรับการหา
ค่าอนุพันธ์ได้ดังแสดงในตารางท่ี 1.1
ตัวอย่าง 2 จงหาค่าอนุพันธ์ของฟังก์ชันท่ีกำหนดให้ดังน้ี

y(x) = 8x5 + 4x3 + 2x + 7

วิธีทำ โดยการใช้สูตรมาตราฐานท่ีแสดงในตารางที่ 1.1 จะได้ว่า

dy

dx
=

d

dx
(8x5 + 4x3 + 2x + 7) = 8(5)x4 + 4(3)x2 + 2(1)x0 + 0

dy

dx
= 40x4 + 12x2 + 2

ตัวอย่างท่ี 3 จงหาค่าอนุพันธ์ของ y(x) = x3/(x + 1)2 เทียบกับ x

วิธีทำ เราสามารถเขียนฟังก์ชันของ y(x) = x3(x + 1)−2 จากน้ันทำการประยุกต์ใช้สมบัติ
ของการหาอนุพันธ์ผลคูณของสองฟังก์ชันตามสมการ 1.2 จะได้ว่า

dy

dx
= (x + 1)−2 d

dx
(x3) + x3 d

dx
(x + 1)−2

= (x + 1)−23x2 + x3(−2)(x + 1)−1

dy

dx
=

3x2

(x + 1)2
− 2x3

(x + 1)3

1.3.2 อินทิกรัล (integral)

ให้ y(x) เป็นฟังก์ชันซึ่งเราไม่ทราบรูปร่างว่าเป็นอย่างไร แต่เราทราบว่าอนุพันธ์ของมัน
คือ dy/dx = g(x) ซึ่งในท่ีน้ีเรารู้รูปร่างของฟังก์ชัน g(x) จากข้อกำหนดน้ีถ้าต้องการรู้ว่า
ฟังก์ชัน y(x) เป็นรูปใดน้ัน เราจะต้องดำเนินการด้วยตัวดำเนินการ (operator) กับฟังก์ชัน
g(x) ดังน้ี

y(x) ≡
∫

g(x)dx

เรยีกตัวดำเนินการน้ีว่า การอินทิเกรต (integration) และผลลัพธ์ท่ีได้จากการอินทิเกรต เรียก
ว่า อินทิกรัล (integral) เราอาจจะคิดได้ว่าการอินทิเกรตคล้ายกับส่วนกลับของการหาอนุพันธ์
เช่น

f(x) =
dy

dx
= 3ax2 + b
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สูตรอนุพันธ์สำหรับบางฟังก์ชัน สูตรอินทิกรัลสำหรับบางฟังก์ชัน

d

dx
(a) = 0 เม่ือ a เป็นค่าคงท่ี

∫
xndx =

xn+1

n + 1
+ C เม่ือ n �= −1

d

dx
(axn) = naxn−1

∫
dx

x
= ln x + C

d

dx
(eax) = aeax

∫
eaxdx =

1

a
eax + C

d

dx
(sin ax) = a cos ax

∫
xeaxdx =

eax

a2
(ax − 1) + C

d

dx
(cos ax) = −a sin ax

∫
sin axdx = −1

a
cos ax + C

d

dx
(tan ax) = a sec2 ax

∫
cos axdx =

1

a
sin ax + C

d

dx
(cot ax) = −a csc2 ax

∫
tan axdx =

1

a
ln(cos ax) + C

d

dx
(sec x) = tan x sec x

∫
cot axdx =

1

a
ln(sin ax) + C

d

dx
(csc x) = − cot x csc x

∫
sin2 axdx =

x

2
− sin2ax

4a
+ C

d

dx
(ln x) =

1

x

∫
cos2 axdx =

x

2
+

sin2ax

4a
+ C

ตารางท่ี 1.1: แสดงสูตรการหาค่าอนุพันธ์และการอินทิกรัลสำหรับบางฟังก์ชัน
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ซึ่งก็คือผลของลัพธ์ของการหาอนุพันธ์ของฟังก์ชัน

y(x) = ax3 + bx + c

น่ันคือ

y(x) =

∫
f(x)dx =

∫
(3ax2 + b)dx = ax3 + bx + c

เม่ือ c คือ ค่าคงท่ีของการอินทิเกรต ซึ่งเราเรียกการอินทิเกรตแบบน้ีว่า อินทิกรัลท่ียังไม่มี
การกำหนดขอบเขต (indefinite integral) ดังน้ันค่าคงท่ี c จึงเป็นค่าใดๆก็ได้ สำหรับการอิน
ทิกรัลท่ียังไม่มีการกำหนดขอบเขตท่ัวๆไปแทนด้วย I(x) จะกำหนดไว้ดังน้ี

I(x) =

∫
f(x)dx (1.6)

f(x)

x
x1 x2

f(xi)

Δxi

รูปท่ี 1.2: แสดงพ้ืนท่ีใต้กราฟซึ่งหาได้จากการอินทิกรัลท่ีมีการกำหนดขอบเขต

สำหรับฟังก์ชันต่อเน่ืองท่ัวๆไป f(x) อินทิกรัลสามารถอธิบายได้ด้วยพ้ืนท่ีซึ่งอยู่ภายใต้
ขอบเขตของเส้นกราฟ f(x) และ แกน x ระหว่างค่าสองค่าท่ีกำหนดให้คือ x1 และ x2 ดัง
รูป 1.2 พ้ืนท่ีส่วนเล็กๆโดยประมาณคือ f(xi)Δxi ถ้าทำการรวมพื้นเล็กๆน้ีตั้งแต่ x1 ถึง x2

และใช้เงื่อนไขท่ีว่าΔxi → 0 เราก็จะได้พ้ืนท่ีใต้กราฟเป็นดังน้ี

พ้ืนท่ี = lim
Δxi→0

∑
i

f(xi)Δxi =

∫ x2

x1

f(x)dx (1.7)
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การอินทิเกรตของฟังก์ชันดังกล่าวท่ีมีการระบุขอบเขตของการอินทิกรัล เราเรียกว่า อินทิกรัล
แบบมีขอบเขต (definite integral) เช่นตัวอย่างการหาค่าอินทิกรัลแบบมีขอบเขตดังต่อไปน้ี

∫ a

0

x2dx =
x3

3

]a

0

=
a3

3∫ b

0

x3/2dx =
x5/2

5/2

]b

0

=
2

5
b5/2

∫ 5

3

xdx =
x2

2

]5

3

=
52 − 32

2
= 8

1.4 แบบฝึกหัด

1. จงหาจำนวนเลขนัยสำคัญของตัวเลขดังต่อไปน้ี (ก) 23 cm (ข) 3.589 s (ค) 4.67 ×
103 m/s (ง) 0.0032 m

2. ทำการวัดรัศมีของวงกลมได้ 10.5±0.2 m จงคำนวณหา (ก) พ้ืนของวงกลม และ (ข)
เส้นรอบวงของวงกลม

3. จงหาผลลัพธ์ของการดำเนินการต่อไปน้ีโดยคำนึงถึงนัยสำคัญด้วย

• 756 + 37.2 + 0.82 + 2.5

• 0.0032 × 356.3

• 5.620 × π

4. จงหาจำนวนเลขนัยสำคัญของค่าต่อไปน้ี (ก) 78.9± 0.2 (ข) 3.788× 109 (ค) 2.46×
10−6 (ง) 0.0053

5. ชาวนาคนหน่ึงทำการวัดระยะท่ีล้อมรอบพ้ืนท่ีสี่เหลี่ยมพ้ืนผ้าได้ด้านยาวเท่ากับ 38.44
เมตร และด้านกว้างไดเท่ากัน 19.5 เมตร จงหาระยะท้ังหมดท่ีล้อมรอบพ้ืนท่ีและหา
พ้ืนของรูปสี่เหลี่ยมน้ี

6. สี่เหลี่ยมพ้ืนผ้ารูปหน่ึงวัดด้านยาวได้ 21.3±0.2 cm และวัดด้านกว้างได้เป็น 9.80±0.1

cm จงหาพื้นท่ีของรูปสี่เหลี่ยมน้ีและหาค่าความไม่แน่นอนของการคำนวณด้วย

7. มวลของดาวเสาร์มีค่าเท่ากับ 5.64 × 1026 kg รัศมีของมันมีค่าเท่ากับ 6.00 × 107 m
จงคำนวณหาความหนาแน่นของดาวเสาร์ (ผลลัพธ์ให้คำนึงถึงเลขนัยสำคัญด้วย)
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8. คาบ (T) ของการแกว่งลูกตุ้มนาฬิกาอย่างง่ายหาจากสมการน้ี

T = 2π

√
�

g

เม่ือ � คือความยาวของลูกตุ้มนาฬิกา g คือ ความเร่งโน้มถ่วงของโลก จงแสดงให้เห็น
ว่าสมการน้ีมีไดเมนชันส์ท่ีถูกต้อง

9. สมการท่ีแสดงดังต่อไปน้ีสมการใดมีไดเมนชันส์ถูกต้อง

ก v = v0 + av

ข y = (2) m cos(kx), เม่ือ k = 2 m−1

10. กฎของแรงดึงดูดระหว่างมวลของนิวตันเขียนแทนด้วยสมการ

F =
GMm

r2

เม่ือ F คือ แรงดึงดูด M และ m คือ มวลของวัตถุ r คือ ระยะห่างระหว่างมวลท้ัง
สอง แรงท่ีวัดในระบบ SI มีค่าเป็น kg.m/s2 จงวิเคราะห์หาไดเมนชันส์ของค่า G
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บทท่ี 2

การเคลื่อนท่ีแบบ 1 และ 2 มิติ

การศึกษาการเคลื่อนท่ีของวัตถุใดๆโดยพิจารณาความสัมพันธ์ระหว่างตำแหน่ง (space) กับ
เวลา ความเร็วและความเร่งของวัตถุน้ันโดยไม่คำนึงถึงต้นเหตุของการทำให้เกิดการเคล่ือนท่ี
เราเรียกว่า จลศาสตร์ ของการเคลื่อนท่ี(kinematics) สำหรับในบทน้ีเราจะศึกษาการเคลื่อนท่ี
แบบ 1 มิติ (การเคลื่อนท่ีในแนวเส้นตรง) และการเคลื่อนท่ีแบบ 2 มิติและนอกจากน้ียังจะ
กล่าวถึงพ้ืนฐานเกี่ยวกับปริมาณเวกเตอร์ซึ่งมีความจำเป็นในการบรรยายการเคลื่อนท่ีของ
วัตถุและยังเป็นพ้ืนฐานสำหรับการศึกษาในเน้ือหาวิชาฟิสิกส์

2.1 เวกเตอร์และสมบัติของเวกเตอร์

ปริมาณต่างๆในทางฟิสิกส์แบ่งออกเป็นสองกลุ่มคือปริมาณเวกเตอร์ (vector quantity) และ
ปริมาณสเกลาร์ (scalar quantity) ปริมาณเวกเตอร์จะต้องมีการระบุท้ังขนาดและทิศทางจึง
จะสื่อความหมาย เช่น การกระจัด (displacement) ความเร็ว (velocity) ความเร่ง (acceler-
ation) แรง (force) สนามไฟฟ้าและสนามแม่เหล็ก เป็นต้น ส่วนปริมาณสเกลาร์ ระบุเพียง
ขนาดอย่างเดียวเช่น มวล ความดัน อุณหภูมิ ปริมาตร และความหนาแน่น เป็นต้น โดย
ท่ัวไปจะเขียนปริมาณเวกเตอร์โดยใช้ลูกศรไว้ข้างบนตัวอักษร เช่น เวกเตอร์ A เขียนแทน
ด้วย �A ส่วนขนาดของเวกเตอร์ A เขียนแทนด้วย A ในการเขียนรูปเวกเตอร์ใดๆจะใช้
ขนาดความยาวของลูกศรแทนขนาดของเวกเตอร์และหัวลูกศรแทนทศิของเวกเตอร์

2.1.1 สมบัติของเวกเตอร์

• การเท่ากันของสองเวกเตอร์ เวกเตอร์ �A และ เวกเตอร์ �B เท่ากันก็ต่อเม่ือเวกเตอร์
ท้ังสองมีขนาดเท่ากันและมีทิศทางเดียวกันดังรูป 2.1
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�A �B

รูปท่ี 2.1: การเท่ากันของเวกเตอร์ �A และ �B

• การบวกสองเวกเตอร์
(1) การบวกสองเวกเตอร์ด้วยการวาดรูปสามเหลี่ยม เม่ือกำหนดให้เวกเตอร์ �A และ
�B มีขนาดและทิศทางดังรูป 2.2(a) เม่ือนำเวกเตอร์ �A+ �B หาได้โดยการลากเวกเตอร์
�A ก่อนจากนำเวกเตอร์ �B มาต่อท่ีหัวลูกศรของเวกเตอร์ �A โดยท่ียังคงขนาดและ
ทิศทางเดิมของเวกเตอร์ �B ส่วนเวกเตอร์ผลลัพธ์(�R) หาจากการลากลูกศรโดยเริ่ม
จากปลายของเวกเตอร์ �A ไปบรรจบท่ีหัวลูกศรของเวกเตอร์ �B ดังรูป 2.2(b) (2)

�A

�B

θ

�R = �A + �B

�A

�B

(a) (b)

รูปท่ี 2.2: การบวกเวกเตอร์ �A และ �B โดยการวาดรูปสามเหลี่ยม

การบวกสองเวกเตอร์ด้วยการวาดรูปส่ีเหลี่ยมด้านขนาน ทำได้โดยลากลูกศรออกจาก

จุดเดียวกันน่ันคือให้หางเวกเตอร์ท้ังสองประกบกันจากดังรูป 2.3 จากน้ันให้ลากเส้นประ
กบเพ่ือสร้างเป็นรูปสี่เหลี่ยมด้านขนานและเวกเตอร์ของเวกเตอร์ �R = �A + �B หาได้
จากการลากเส้นตรงในแนวทะแยงมุมของสี่เหลี่ยมด้านขนาน

�A

�B

�A �R
=

�A +
�B

θ

(a) (b)

�B

รูปท่ี 2.3: การบวกเวกเตอร์ �A และ �B โดยการวาดรูปสี่เหลี่ยมด้านขนาน
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• การบวกเวกเตอร์ท่ีมากกว่าสองเวกเตอร์
สำหรับกรณีท่ีมีหลายเวกเตอร์ เช่น �A, �B และ �C การบวกเวกเตอร์เหล่าน้ีก็จะกระทำ
ในลักษณะเดียวกันกับการบวกแบบสองเวกเตอร์ ดังแสดงในรูป 2.4 น่ันคือนำหาง
เวกเตอร์ท่ีสองมาต่อท่ีหัวของเวกเตอร์แรกและนำหางเวกเตอร์ท่ีสามมาต่อหัวเวกเตอร์
ท่ีสองส่วนเวกเตอร์ลัพธ์ก็คือลากลูกศรออกจากหางเวกเตอร์แรกไปยังหัวของเวกเตอร์
ท่ีสามน่ันเอง

�A

�B

�C

�A

�C

�B

�R
=

�A
+

�B
+

�C

รูปท่ี 2.4: การบวกเวกเตอร์ �A, �B และ �C

• การสลับท่ีการบวกกันของสองเวกเตอร์ การสลับตำแหน่งการบวกของสองเวกเตอร์
ให้เวกเตอร์ลัพธ์เท่ากันดังแสดงในรูป 2.5 น่ันคือ

�A + �B = �B + �A

�A

�B

�A

�B
�R = �A + �B

�R = �B + �A

รูปท่ี 2.5: การสลับท่ีของการบวกเวกเตอร์ �A และ �B

• การจัดกลุ่มสำหรับการบวกกันของเวกเตอร์ การบวกเวกเตอร์หลายเวกเตอร์สามารถ
จัดกลุ่มการบวกได้และให้เวกเตอร์ลัพธ์เท่ากัน ดังแสดงในรูป 2.6 น่ันคือ

( �A + �B) + �C = �A + ( �B + �C)
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�A

�B

�A

�B
�A +

�B

�B
+

�C

�C

(
�A
+

�B
)
+

�C

�C

�A
+

(
�B

+
�C
)

รูปท่ี 2.6: การจัดกลุ่มสำหรับการบวกเวกเตอร์ �A, �B และ �C

• ค่าลบของเวกเตอร์ (Negative of a vector) เช่น เวกเตอร์ − �A คือเวกเตอร์ท่ีมี
ขนาดเท่ากับเวกเตอร์ �A แต่มีทิศตรงข้าม

• การคูณปริมาณสเกลาร์ (m) กับปริมาณเวกเตอร์ เช่น �B = m �A ความหมายคือ
เวกเตอร์ �B มีขนาดความยาวเป็นจำนวน m เท่าของเวกเตอร์ �A แต่มีทิศทางเดียวกัน

• การลบเวกเตอร์ เช่น �A − �B = �A + (− �B) ซึ่งก็คือการบวกเวกเตอร์ �A กับเตอร์
ลบของ �B ดังแสดงในรูปท่ี 2.7

�A

�B

− �B
�R = �A + (− �B)

รูปท่ี 2.7: เวกเตอร์ลัพธ์ท่ีได้จากการบวกเวกเตอร์ �A กับเวกเตอร์ลบของ �B

• การขนาดเวกเตอร์ลัพธ์และทิศทาง ในกรณีท่ีสองเวกเตอร์ใดๆ เช่น �A และ �B ทำมุม
กันเป็นมุมθ ดังรูป 2.8 การหาขนาดของเวกเตอร์ลัพธ์ท่ีได้จากการบวกกันของสอง
เวกเตอร์น้ีสามารถคำนวณได้โดยใช้ กฎของโคไซน์ (cosine’s law) ดังน้ีคือ

R2 = (A + B cos θ)2 + (B sin θ)2

= A2 + 2AB cos θ + B2 cos2 θ + B2 sin2 θ

R2 = A2 + B2(cos2 θ + sin2 θ) + 2AB cos θ

R =
√

A2 + B2 + 2AB cos θ (2.1)
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สำหรับทิศของเวกเตอร์หาได้จาก

tanα =
B sin θ

A + B cos θ

α = tan−1

(
B sin θ

A + B cos θ

)
(2.2)

นอกจากน้ีท้ังขนาดและทิศทางของเวกเตอร์ลัพธ์สามารถหาได้จากความสัมพันธ์ตาม
กฎของไซน์ดังน้ี

R

sin γ
=

A

sin β
=

B

sin α
(2.3)

θα γ

β

�A

�B

�R
B sin θ

B cos θ

รูปท่ี 2.8: แสดงวิธีการคำนวณหาขนาดและทิศทางของเวกเตอร์ลัพธ์ของการบวก �A กับ �B

• เวกเตอร์หน่ึงหน่วย (unit vector) คือเวกเตอร์ท่ีมีขนาดเท่ากับ 1 หน่วยความยาว
ซึ่งมีนิยามเป็นดังน้ีคือ

êA =
�A

A
(2.4)

เวกเตอร์หน่ึงหน่วยของเวกเตอร์ �A หาได้จากอัตราส่วนของเวกเตอร์ �A ต่อขนาด
ของเวกเตอร์ A สำหรับเวกเตอร์หน่ึงหน่วยในแนวแกน x, y และ z จะเขียนด้วย
สัญลักษณ์ î, ĵ และ k̂ ตามลำดับดังน้ันในการเขียนเวกเตอร์ใดๆในระบบพิกัดฉาก
(cartesian coordinate) ดังรูป 2.9 สามารถเขียนในรูปของผลบวกของเวกเตอร์ย่อย
ในแต่ละองค์ประกอบตามแกน x, y และ z ได้ดังน้ี

�A = �Ax + �Ay + �Az = Axî + Ay ĵ + Azk̂

โดยท่ีขนาดของเวกเตอร์องค์ประกอบตามแกนต่างๆและขนาดของเวกเตอร์ �A หาได้
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จากความสัมพันธ์น้ี

Ax = A sin θ cos φ

Ay = A sin θ sin φ

Az = A cos θ

A =
√

A2
x + A2

y + A2
z

ในกรณีท่ีเวกเตอร์วางตัวในระนาบ (2 มิติ) การแยกเวกเตอร์ใดๆไปเป็นเวกเตอร์

�

�A

φ

θ

�Ax

�Ay

�Az

x

y

z

î
ĵ

k̂

รูปท่ี 2.9: แสดงเวกเตอร์ �A เวกเตอร์องค์ประกอบของเวกเตอร์ �A ในระบบพิกัดฉาก

องค์ประกอบตามแกน x และ y ทำได้ดังน้ี จากรูป 2.10 จะได้ว่า

�A = �Ax + �Ay = Axî + Ay ĵ

Ax = A cos θ; Ay = A sin θ

A =
√

A2
x + A2

y

• การรวมเวกเตอร์ด้วยวิธีแยกองค์ประกอบ
ในกรณีท่ีมีหลากเวกเตอร์การหาเวกเตอร์ลัพธ์เน่ืองจากการบวกกันของเหล่าน้ีสามารถ
ทำได้โดยการแยกเวกเตอร์แต่ละตัวออกเป็นองค์ประกอบตามแกน x, y และ z จากน้ัน
รวมเวกเตอร์ย่อยในแต่ละองค์ประกอบน้ันก็จะได้เวกเตอร์ลัพธ์ในแต่ละแกนและสุดท้าย
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�

O

�A

�Ax

�Ay

î

ĵ
x

y

รูปท่ี 2.10: การแยกเวกเตอร์ �Aลงบนแกน x และ y

คือนำค่าเวกเตอร์ลัพธ์ตามแกนท้ังสามมาคำนวณหาขนาดและทิศทางของเวกเตอร์ลัพธ์
เช่น สมมติ กำหนดให้

�A1 = A1xî + A1y ĵ + A1zk̂

�A2 = A2xî + A2y ĵ + A2zk̂

... = ...
�An = Anxî + Any ĵ + Anzk̂

เราจะได้ขนาดเวกเตอร์ลัพธ์ตามแกน x, y และ z มีค่าเป็นดังน้ี

Rx = (A1x + A2x + · · · + Anx) =
n∑

i=1

Aix

Ry = (A1y + A2y + · · ·+ Any) =

n∑
i=1

Aiy

Rz = (A1z + A2z + · · · + Anz) =

n∑
i=1

Aiz

และขนาดของเวกเตอร์ลัพธ์และทิศของเวกเตอร์หาได้ดังน้ีคือ

R =
√

R2
x + R2

y + R2
z

θ = tan−1

(
Rz

R

)

2.1.2 การคูณของสองเวกเตอร์

การคูณปริมาณเวกเตอร์มีอยู่สองประเภทคือการคูณของสองเวกเตอร์แล้วได้ผลลัพธ์ออกมา
เป็นปริมาณสเกลาร์ เรียกว่าการคูณแบบสเกลาร์ (scalar product) กับการคูณของสองเวกเตอร์
แล้วได้ผลลัพธ์ออกมาเป็นปริมาณเวกเตอร์ เรียกว่าการคูณแบบเวกเตอร์ (vector product)
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• การคูณแบบสเกลาร์ มีนิยามดังน้ีคือ กำหนดให้ �A กับ �B ซึ่งทำมุมกันเป็นมุม θ ดัง
รูป 2.11(a) การคูณแบบสเกลาร์ของสองเวกเตอร์คือ

�A · �B = AB cos θ (2.5)

• การคูณแบบเวกเตอร์ กำหนดให้ �A กับ �B ซึ่งทำมุมกันเป็นมุม θ ในระนาบเดียวกัน
ดังรูป 2.11(b) การคูณของสองเวกเตอร์ทำให้ได้เวกเตอร์ �R ในทิศตั้งฉากกับเวกเตอร์
ท้ังสองและมีทิศพุ่งข้ึน (การหาทิศของการคูณแบบเวกเตอร์จะใช้กฎมือขวา โดยให้
น้ิวหัวแม่มือแทนทิศของเวกเตอร์ �R ส่วนน้ิวท้ังสี่จะวนรอบโดยเริ่มจากเวกเตอร์ �A

และวนไปหาเวกเตอร์ �B) ส่วนขนาดของเวกเตอร์ �R หาได้จาก∣∣∣�R∣∣∣ =
∣∣∣ �A × �B

∣∣∣ = AB sin θ (2.6)

�

�A

�B

θ

�R = �A × �B

�A

�B

θ

(a) (b)

รูปท่ี 2.11: การคูณของสองเวกเตอร์ คือ �A กับ �B (a) แบบผลคูณสเกลาร์ (b) แบบผลคูณ
เวกเตอร์

2.2 การเคล่ือนที่ใน 1 มิติ

2.2.1 การกระจัด (Displacement)

การกระจัด (Displacement) คือปริมาณท่ีวัดการเปลี่ยนตำแหน่งการเคลื่อนท่ีของวัตถุ ถ้าให้
วัตถุอันหน่ึงเคลื่อนท่ีในแนวเส้นตรงจากตำแหน่งเริ่มต้นเป็น xi เม่ือเวลาผ่านไปวัตถุมาอยู่
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ท่ีตำแหน่ง xf ดังน้ันวัตถุมีการกระจัดเป็น

Δx = xf − xi (2.7)

การกระจัด เป็นปริมาณเวกเตอร์ ซึ่งมีต้องระบุท้ังขนาดและทิศทาง ส่วนระยะทาง (distance)
จะวัดขนาดอย่างเดียวยกตัวอย่างเช่น พิจารณาในรูปท่ี 2.12 รถยนต์กำลังเคลื่อนท่ีในแนว
เส้นตรงจากตำแหน่ง A ไปยังตำแหน่ง B C, D, E และ F ตามลำดับ การกระจัดของ
รถยนต์จากตำแหน่ง A ไปตำแหน่ง B คือ Δx = xB − xA = 20 m ส่วนการกระจัดจาก
ตำแหน่ง A ไปตำแหน่ง D คือ Δx = xD −xA = −30 m แต่ถ้าวัดระยะทางจากตำแหน่งA
ไปยังตำแหน่ง D คือ s = sAB + sBC + sCD = 20 + 10 + 40 = 70 m จะเห็นว่าการกระจัด
มีค่าเป็นบวกหรือลบได้ซึ่งเครื่องหมายจะเป็นการระบุทิศทางเทียบกับจุดเริ่มต้น ส่วนระยะ
ทางจะมีค่าเป็นบวกเสมอ

0 10 20 30 40 50 60-10-20-30-40-50-60

Starting Point A B

0 10 20 30 40 50 60-10-20-30-40-50-60

CDEF

x (m)

x (m)

รูปท่ี 2.12: รถยนต์กำลังเคลื่อนท่ีในแนวเส้นตรง

2.2.2 ความเร็ว (Velocity)

อัตราส่วนระหว่างปริมาณการกระจัดกับช่วงเวลาท่ีใช้ เรียกว่า ความเร็วเฉลี่ย (average ve-
locity, v̄x) น่ันคือ

v̄x =
Δx

Δt
=

xf − xi

tf − ti
(2.8)

ส่วนอัตราส่วนระหว่างระยะทาง (s) กับช่วงเวลา เรียกว่า อัตราเร็วเฉลี่ย (average speed)
ซึ่งเป็นปริมาณสเกลาร์น่ันคือ

อัตราเร็วเฉลี่ย =
ระยะทางท้ังหมด

เวลาท้ังหมด
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ในกรณีท่ีพิจารณาในช่วงเวลาสั้นๆ (Δt มีค่าเข้าใกล้ศูนย์มากๆ แต่ไม่เท่ากับศูนย์) ความเร็ว
เฉลี่ยจะเรียกว่าความเร็วขณะใดขณะหน่ึง (instantaneous velocity, vx) น่ันคือ

vx = lim
Δt→0

Δx

Δt
=

dx

dt
(2.9)

และอัตราเร็วเฉลี่ยจะเรียกว่าอัตราเร็วขณะใดขณะหน่ึง (instantaneous speed) ซึ่งมีขนาด
เท่ากับขนาดของความเร็วขณะใดขณะหน่ึงน่ันเอง หน่วยการวัดความเร็วหรืออัตราเร็ว คือ
เมตรต่อวินาที (m/s)

ตัวอย่างท่ี 1 จากรูปท่ี 2.12 ทำการบันทึกการกระจัดเทียบกับจุดอ้างอิง (O) และเวลาของ
การเคลื่อนท่ีของรถยนต์ได้ผลดังแสดงในตาราง 2.1 และผลที่ได้นำมาเขียนกราฟดังรูป 2.13
จงหาการกระจัด ความเร็วเฉลี่ย และอัตราเร็วเฉลี่ยระหว่างจุด A กับจุด F

ตารางท่ี 2.1: ตำแหน่งของรถยนต์ท่ีเวลาต่างๆ
ตำแหน่ง เวลา (s) x (m)

A 0 30
B 10 52
C 20 38
D 30 0
E 40 -37
F 50 -53

วิธีทำ จากข้อมูลในตารางจะเห็นว่าท่ีตำแหน่ง A และตำแหน่ง F มีค่าการกระจัดเทียบกับ
จุดอ้างอิง O คือ xA = 30 และ xB = −53 ดังน้ันจากนิยามของการกระจัดจะได้

Δx = xF − xA = −53 − 30 = −83 m

และความเร็วเฉลี่ยระหว่างสองจุดน้ีคือ

v̄x =
Δx

Δt
=

xF − xA

tF − tA

=
−53 − 30

50 − 0
=

−83

50
= −1.7 m/s
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รูปท่ี 2.13: สำหรับโจทย์ตัวอย่างท่ี 1

ส่วนอัตราเร็วเฉลี่ยหาได้จากอัตราส่วนของระยะทางทั้งหมดท่ีรถยนต์เคลื่อนท่ีไปได้ตั้งแต่จุด
A ถึงจุด F กับช่วงเวลาท่ีใช้ น่ันคือ

อัตราเร็วเฉลี่ย =
ระยะทางท้ังหมด

เวลาท้ังหมด
=

22 + 52 + 53

50
= 2.5 m/s

ตัวอย่างท่ี 2 อนุภาคอันหน่ึงเคลื่อนท่ีตามแกน x ตำแหน่งของอนุภาคมีค่าเปลี่ยนแปลงตาม
เวลาตามความสัมพันธ์ x = −4t + t2 เม่ือ x มีหน่วยเป็นเมตร (m) และ t วัดในหน่วยของ
วินาที (s) จงหา
(ก) การกระจัดของอนุภาคในช่วงเวลา t=0 ถึง t = 1 วินาที และในช่วง t = 1 ถึง t = 3
วินาที
(ข) ความเร็วเฉลี่ยของอนุภาคในช่วงเวลาดังกล่าว

วิธีทำ
(ก) จากสมการความสัมพันธ์ระหว่างตำแหน่งกับเวลาทำให้ว่า ti = 0, xi = −4(0)+2(0)2 =

0 และ tf = 1, xf = −4(1) + 2(1)2 = −2 ดังน้ันการกระจัดในช่วงเวลา t=0 ถึง t=1 คือ

Δx = xf − xi = −2 − 0 = −2 m
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ในทำนองเดียวกันสำหรับการกระจัดในช่วง t=1 ถึง t=3 จะได้

Δx = xf − xi = [−4(3) + 2(3)2] − [−4(1) + 2(1)2] = 8 m

(ข) ความเร็วเฉลี่ยของอนุภาคในช่วงเวลา t=0 ถึง t = 1 คือ

v̄ =
Δx

Δt
=

−2

1
= −2 m/s

และความเร็วเฉลี่ยของอนุภาคในช่วงเวลา t=1 ถึง t = 3 คือ

v̄ =
Δx

Δt
=

8

2
= 4 m/s

2.2.3 ความเร่ง (Acceleration)

นิยามของความเร่งเฉลี่ยของวัตถุคือการเปลี่ยนแปลงความเร็ว (Δvx) หารด้วยช่วงเวลา (Δt)
ท่ีเกิดการเปลี่ยนแปลงความเร็วน้ัน น่ันคือ

āx ≡ Δvx

Δt
=

vxf − vxi

tf − ti
(2.10)

พิจารณาจากรูป 2.14 ซึ่งเป็นกราฟระหว่างความเร็วกับเวลา จะเห็นว่าจากนิยามของความ

A

B

vxi

vxf

vx

t
ti tf

Δvx

Δt

āx = Δv
Δt

�

�

รูปท่ี 2.14: กราฟของความเร็วและเวลาในการเคลื่อนท่ีของอนุภาคอันหน่ึง

เร่งเฉลี่ยระหว่างการเปลี่ยนแปลงความเร็วจากจุด A ไปยังจุด B ก็คือความชันของกราฟ
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เส้นตรงท่ีลากเช่ือมต่อระหว่างสองจุดน้ันถ้าเราพิจารณาว่าจุดสองจุดอยู่ใกล้กันมากๆ น้ันคือ
ช่วงเวลา Δt → 0 แล้วเราจะได้นิยามของความเร่งขณะใดขณะหน่ึงเป็นดังน้ี

ax ≡ lim
Δt→0

Δvx

Δt
=

dvx

dt
(2.11)

เน่ืองจากว่า vx = dx/dt ดังน้ัน ความเร่งยังสามารถเขียนได้อีกแบบดังน้ี

ax =
dvx

dt
=

d

dt

(
dx

dt

)
=

d2x

dt2
(2.12)

ซึ่งจะเห็นว่าสมการ 2.12 ความเร่งมีค่าเท่ากับอนุพันธ์อันดับสองของ x เทียบกับ t ในรูป
2.15 จะแสดงความเกี่ยวพันระหว่างกราฟของความเร็ว-เวลา และกราฟของความเร่ง-เวลา
จะพบว่าความเร่งท่ีจุดใดๆจะเท่ากับค่าความชัน (slope) ของกราฟความเร็ว-เวลาท่ีจุดน้ัน

A

B

vx

ttA tB

�

�

�
C

tC

A

B

ax

t
tA tB

�

�

C

tC

�

(a) (b)

รูปท่ี 2.15: ความสัมพันธ์ระหว่างกราฟของความเร็ว-เวลาและความเร่ง-เวลาท่ีตำแหน่ง
ต่างๆ

ตัวอย่างท่ี 3 อนุภาคอันหน่ึงเคลื่อนท่ีตามแกน x ด้วยความเร็วท่ีแปรตามเวลาดังสมการ
vx = 40 − 5t2 จงหาความเร่งเฉลี่ยในช่วงเวลา t=0 ถึง t=2 และความเร่งท่ีเวลา t =2
วินาที

วิธีทำ จากนิยามของความเร่งเฉลี่ยตามสมการ 2.10 ทำให้ได้

vxi = 40 − 5(0)2 = 40 m/s

vxf = 40 − 5(2)2 = 20 m/s

āx =
vxf − vxi

tf − ti
=

20 − 40

2 − 0
= −10 m/s2
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และความเร่งท่ีเวลา t =2 คือ ความเร่งขณะใดขณะหน่ึงน่ันเอง ดังน้ัน

ax =
dvx

dt
=

d

dt
(40 − 5t2) = −10t

ax(t = 2) = −10(2) = −20 m/s2

2.2.4 การเคล่ือนท่ีด้วยความเร่งคงตัว

ในกรณีของการเคลื่อนท่ีด้วยความเร่งคงตัวน้ี ความเร่งเฉลี่ยกับความเร่งขณะใดขณะหน่ึงจะ
เท่ากันดังน้ันจากสมการ 2.10 เราเขียน āx แทนด้วย ax และกำหนดให้ ti = 0 และ tf = t

ทำให้ได้

ax =
vxf − vxi

t

vxf = vxi + axt (2.13)

จากสมการ 2.13 จะเห็นว่าเราสามารถหาค่าความเร็วของวัตถุท่ีเวลาใดๆก็ได้ถ้าหากว่ารู้ค่า
ความเร็วเริ่มต้นและรู้ความเร่ง การเปลี่ยนแปลงความเร็วจะเพ่ิมข้ึนอย่างเชิงเส้นตามเวลา
เพราะความเร่งของการเคลื่อนท่ีมีค่าคงตัวดังรูป 2.16 ทำให้ได้ว่า ความเร็วเฉลี่ยในช่วงเวลา
ใดๆจะเท่ากับค่าเฉลี่ยของความเร็วของสองจุดน้ันๆ

v̄x =
vxi + vxf

2
(2.14)

t

vx

0

Slope = ax

axt

vxf

vxi

t

รูปท่ี 2.16: กราฟของความเร็ว-เวลาของการเคลื่อนท่ีภายใต้ความเร่งคงตัว

จากนิยามของความเร็วเฉลี่ยในสมการ 2.8 และใช้ความสัมพันธ์ในสมการ 2.14 ทำให้
ได้สมการของการกระจัดในอีกรูปแบบหน่ึงดังน้ี

xf − xi = v̄xt =
vxi + vxf

2
t (2.15)
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และโดยการแทนค่า vxf จากสมการ 2.13 ลงในสมการ 2.15 จะได้อีกรูปแบบหน่ึงของความ
สัมพันธ์ระหว่างการกระจัด ความเร็ว และความเร่งดังน้ี

xf − xi = vxit +
1

2
axt

2 (2.16)

และนอกจากน้ียังสามารถแสดงความสัมพันธ์ระหว่างความเร็วสุดท้ายกับความเร่งและการกระ
จัดโดยท่ีไม่มีตัวแปรของเวลาเข้ามาปรากฎในสมการดังน้ี

xf − xi =
1

2
(vxi + vxf)

(
vxf − vxi

ax

)
=

v2
xf − v2

xi

2ax

v2
xf = v2

xi + 2ax(xf − xi) (2.17)

ภายใต้การเคลื่อนท่ีด้วยความเร่งคงตัวน้ีทำให้เราได้สมการท่ีจะใช้ในการวิเคราะห์โจทย์ปัญหา
สำหรับการเคลื่อนท่ีของวัตถุใดๆได้ดังสรุปในตาราง 2.2 การเลือกใช้สมการใดน้ันในการ
คำนวณจะขึ้นอยู่กับเงื่อนไขของโจทย์ปัญหาว่าต้องการหาค่าปริมาณใดและมีตัวแปรไหนท่ี
เราทราบค่าแล้ว

ตารางท่ี 2.2: สมการของการเคลื่อนท่ีของวัตถุในแนวเส้นตรงภายใต้ความเร่งคงตัว
สมการ ข้อมูลท่ีได้จากสมการ

vxf = vxi + axt ความเร็วท่ีเป็นฟังก์ชันของเวลา
xf − xi = 1

2
(vxi + vxf )t การกระจัดท่ีเป็นฟังก์ชันของความเร็วและเวลา

xf − xi = vxit + 1
2
axt

2 การกระจัดท่ีเป็นฟังก์ชันของเวลา
v2

xf = v2
xi + 2ax(xf − xi) ความเร็วท่ีเป็นฟังก์ชันของการกระจัด

ตัวอย่างท่ี 4 รถบรรทุกซึ่งจอดหยุดน่ิงบนถนนตรงถูกขับออกไปด้วยความเร่ง 2 m/s2 จน
มีอัตราเร็ว 20 m/s หลังจากน้ันรถบรรทุกเคลื่อนท่ีต่อด้วยอัตราเร็วคงท่ีเป็นเวลา 20 วินาที
และหลังจากน้ันรถถูกเบรกให้หยุดภายในเวลา 5 วินาทีจงหาระยะทางท้ังหมดท่ีรถบรรทุก
เคลื่อนท่ีไปได้

วิธีทำ ในโจทย์คำถามน้ีเราพิจารณาการเคลื่อนท่ีออกเป็น 3 ช่วงดังน้ี คือ

ช่วงท่ี 1 รถบรรทุกเคลื่อนท่ีด้วยความเร่งคงตัว ขนาดการกระจัดหาได้ดังน้ี

Δx1 = xf − xi = v̄xt =
(vxi + vxf)

2
t (1)
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จากสมการ (1) เราต้องทราบค่าของเวลาท่ีใช้ในการเคลื่อนท่ีในช่วงน้ีซึ่งหาได้จากความ
สัมพันธ์

ax =
Δvx

Δt
=

vxf − vxi

tf − ti
=

vxf − 0

t

t =
vxf

ax

=
20m/s
2m/s2

= 10s

จากน้ันแทนค่า t ลงในสมการ (1) เราจะได้ขนาดของการกระจัดในช่วงท่ี 1 ดังน้ี

Δx1 =
(20m/s− 0)(10s)

2
= 100m (2)

ช่วงท่ี 2 รถบรรทุกเคลื่อนท่ีด้วยอัตราเร็วคงท่ี ขนาดของการกระจัดหาได้ดังน้ี

Δx2 = v̄xt = vxf t = (20m/s)(20s) = 400m (3)

ช่วงท่ี 3 รถบรรทุกเคลื่อนท่ีด้วยความหน่วง (ความเร่งมีค่าเป็นลบ) ขนาดของการกระ
จัดในช่วงน้ีคือ

Δx3 = v̄xt =
(vxi + vxf)

2
t =

20m/s+ 0

2
(5s) = 50m (4)

ดังน้ันระยะทางท้ังหมดท่ีรถบรรทุกเคลื่อนท่ีได้คือ

Δx = Δx1 + Δx2 + Δx3 = 100 + 400 + 50 = 550m

2.2.5 การตกอย่างอิสระของวัตถุ

เม่ือปล่อยให้วัตถุตกลงสู่ พ้ืนโลก (ตำแหน่งท่ีปล่อยอยู่ใกล้ๆกับผิวโลกและไม่คิดแรงต้าน
จากอากาศ) วัตถุทุกอย่างจะเคลื่อนท่ีหล่นลงไปด้วยความเร่งเดียวกันภายใต้สนามโน้มถ่วง
ของโลก Galileo Galilei ซึ่งเป็นนักวิทยาศาสตร์ชาวอิตาลี (1564-1642) ท่ีได้ทำการทดลอง
ยืนยันคำกล่าวน้ีเป็นคนแรกและหา ค่าความเร่งเน่ืองจากแรงโน้มถ่วงของโลก (gravitation-
al acceleration, g) ซึ่งมีค่าเท่ากับ 9.80 m/s2 ความเร่งโน้มถ่วงของโลกจะมีทิศดึงวัตถุเข้า
สู่จุดศูนย์กลางของโลกเสมอ การตกของวัตถุอย่างอิสระก็เป็นการเคลื่อนท่ีในหน่ึงมิติด้วย
ความเร่งคงตัวเหมือนกับหัวข้อท่ีผ่านมาดังน้ันสมการของการเคลื่อนท่ีตามท่ีสรุปในตารางท่ี
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2.2 ก็จะปรับเล็กน้อยให้สอดคล้องกับทิศทางการเคลื่อนท่ี กล่าวคือ x จะแทนด้วย y และ
ให้ay = −g = −9.8 น่ันคือเราจะได้ว่าสมการการเคลื่อนท่ีของวัตถุท่ีตกอย่างอิสระในแนว
แกน y คือ

vyf = vyi − gt (2.18)

yf − yi = vyit − 1

2
gt2 (2.19)

v2
yf = v2

yi − 2g(yf − yi) (2.20)

ตัวอย่างท่ี 5 ชายคนหน่ึงโยนก้อนหินข้ึนไปในแนวดิ่งด้วยความเร็วต้น20 m/s จากขอบตึก
ถ้าตึกน้ีสูง 50 m และก้อนหินตกลงมาเฉียดขอบตึกและตกกระทบพ้ืนด้านล่างดังรูป 2.17
กำหนดให้เวลาเริ่มต้นท่ีตำแหน่ง A คือ tA = 0 และ yA = 0 จงหา
(ก) เวลาท่ีก้อนหินข้ึนไปถึงจุดสูงสุด (จุด B)
(ข) ความสูงท่ีจุด B
(ค) เวลาท่ีก้อนหินตกกลับลงมาอยู่ท่ีระดับเดียวกับจุดเริ่มต้นโยน (จุด C)
(ง) ความเร็วของก้อนหินขณะอยู่ท่ีจุด C
(จ) ความเร็วและตำแหน่งท่ีเวลา t = 5 s

วิธีทำ
(ก) ท่ีจุดสูงสุด (จุด B) ก้อนหินมีความเร็วเป็นศูนย์ ดังน้ันจากสมการการเคลื่อนท่ีในแนว
ดิ่งสำหรับความเร็วของวัตถุท่ีตำแหน่งใดๆคือ vyf = vyi − gt น่ันคือเราหาเวลาท่ีใช้ในการ
เคลื่อนท่ีข้ึนไปถึงจุดสูงสุดได้ดังน้ี

t =
vyf − vyi

−g
=

0 − 20 m/s
−9.8 m/s2

t =
20

9.8
= 2.04 s

(ข) ระยะสูงสุดท่ีก้อนหินเคลื่อนท่ีข้ึนไปหาจากความสัมพันธ์ yf − yi = vyit − 1
2
gt2 เม่ือ

yi = yA = 0 และ yf = yB ทำให้ได้ว่า

yB = vyit − 1

2
gt2 = (20 m/s)(2.04 s) − 1

2
(9.8 m/s2)(2.04 s)2

yB = 20.4 m
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รูปท่ี 2.17: โยนวัตถุข้ึนไปในแนวดิ่งภายใต้แรงโน้มถ่วงของโลก

(ค) เวลาท่ีก้อนหินใช้ในการเคลื่อนท่ีกลับมาอยู่ท่ีระดับเดิมน่ันคือ yi = yf = 0 ดังน้ันเรา
สามารถคำนวณหาค่าเวลาได้ดังน้ี

yC − yA = vyAt − 1

2
gt2

0 = 20t − 1

2
9.8t2

t(20.0 − 4.9t) = 0

t = 0, 4.08

จากการแก้สมการเราได้คำตอบท่ีมีสองค่าคือ t = 0 และ t = 4.08 s แต่ท่ีสอดคล้องกับ
ตำแหน่งท่ีจุดC คือ t = 4.08 วินาที ซึ่งเป็นเวลาท่ีก้อนหินใช้ในการเคลื่อนท่ีจากจุด A มา
ยังจุด C น่ันเอง
(ง) ความเร็วท่ีตำแหน่ง C จะมีค่าเป็นดังน้ี

vyC = vyA − gt = (20 m/s) − 1

2
(9.8 m/s2)(4.08 s)

vyC = −20.0 m/s
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(จ) ความเร็วของก้อนหินท่ีเวลา t = 5 s หาได้ดังน้ี

vyD = vyA − gt = (20 m/s) − (9.8 m/s2)(5 s)

vyD = −29.0 m/s

ตำแหน่งของก้อนหินท่ีเวลา t= 5.0 คือ

yD − yA = vyAt − 1

2
gt2

yD − 0 = (20 m/s)(5.0 s) − 1

2
(9.8 m/s2)(5.0 s)2

yD = −22.5 m

2.3 การเคล่ือนที่แบบ 2 มิติ

2.3.1 การกระจัด ความเร็ว และความเร่ง

พิจารณาการเคลื่อนท่ีของอนุภาคตามเส้นทางดังรูป 2.18 จากจุด A ไปยังจุด B ท่ีจุด A
อนุภาคมีเวกเตอร์บอกตำแหน่ง (position vector) เป็น �ri และท่ีจุด B มีเวกเตอร์บอก
ตำแหน่งเป็น �rf เม่ือ

�ri = xiî + yiĵ และ �rj = xj î + yj ĵ

ดังน้ันการกระจัด (Δ�r) ของอนุภาคจากจุด A ไปยังจุด B มีค่าเป็น

Δ�r = �rf − �ri = (xf − xi)̂i + (yf − yi)ĵ = Δx̂i + Δyĵ

ความเร็วเฉลี่ยของอนุภาคในช่วงเวลา Δt = tf − ti คือ อัตราส่วนของการกระจัดต่อเวลา

v̄ =
Δ�r

Δt
(2.21)

ความเร็วขณะใดขณะหน่ึงคือ
�v = lim

Δt→0

Δ�r

Δt
=

d�r

dt
(2.22)

ความเร่งเฉลี่ยและความเร่งขณะใดขณะหน่ึงมีนิยามดังน้ีคือ

ā =
Δ�v

Δt
=

�vf − �vi

tf − ti
(2.23)

�a = lim
Δ→0

Δ�v

Δt
=

d�v

dt
(2.24)
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รูปท่ี 2.18: การเคลื่อนท่ีของอนุภาคในระนาบ xy

2.3.2 การเคล่ือนท่ีแบบโปรเจทไตล์

การเคลื่อนแบบโปรเจทไตล์ คือการเคลื่อนท่ีของวัตถุท้ังในแนวแกน x และในแนวแกน y

ไปพร้อมๆกันโดยท่ีวัตถุมีความเร่งเฉพาะในแนวแกน y คือความเร่งเน่ืองจากแรงโน้มถ่วง
ของโลก �g ส่วนในแนวแกน x วัตถุเคลื่อนท่ีด้วยความเร็วคงตัวลักษณะเส้นทางของการ
เคลื่อนท่ีแบบน้ีจะเป็นเส้นโค้งพาราโบลาดังแสดงในรูป 2.19 เริ่มต้นวัตถุมีความเร็ว �vi ทำ
มุมกับแกน x เป็นมุม θi ดังน้ันองค์ประกอบของความเร็วตามแกน x และแกน y คือ

vxi = vi cos θi และ vyi = vi sin θi (2.25)

พิจารณาการเคลื่อนท่ีตามแนวแกน x เม่ือ xi = 0, ax = 0 ดังน้ันจะได้ว่าระยะทางและ
ความเร็วของวัตถุท่ีเวลาใดๆในแนวแกน x มีค่าเป็น

Δx = xf − xi = vxit = (vi cos θi)t (2.26)

vxf = vxi = vi cos θi = ค่าคงท่ี (2.27)

พิจารณาการเคลื่อนท่ีตามแนวแกน y เม่ือ yi = 0, ay = −g ดังน้ันระยะการกระจัดและ

ความเร็วในแนวแกน y จึงมีค่าเป็นดังน้ี

Δy = yf − yi = vyit − 1

2
gt2 = (vi sin θi)t − 1

2
gt2 (2.28)

vyf = vyi − gt = (vi sin θi) − gt (2.29)

การคำนวณหาระยะพิสัยและระยะสูงสุดของการเคลื่อนท่ีแบบโปรเจทไตล์ ท่ีจุดสูงสุดของ

การเคลื่อนท่ีจะได้ว่า ความเร็วในแนวแกน y มีค่าเป็นศูนย์ vvf = 0 ดังน้ันเวลาท่ีใช้ในการ
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รูปท่ี 2.19: การเคลื่อนของวัตถุแบบโปรเจทไตล์ในระนาบ xy

ข้ึนไปถึงจุดสูงสุดหาได้ดังน้ี

vvf = vyi − gtA ⇒ 0 = vi sin θi − gtA

tA =
vi sin θi

g

เม่ือแทนค่าของเวลาลงในสมการของการกระจัดในแนวแกน y ทำให้ได้ระยะสูงสุด (maxi-
mum height: h) มีค่าเป็นดังน้ี

h = (vi sin θi)
vi sin θi

g
− 1

2
g

(
vi sin θi

g

)2

h =
v2

i sin2 θi

2g
(2.30)

เม่ือพิจารณาการเคลื่อนท่ีในแนวแกน x จะได้ว่าเวลาท่ีใช้ตั้งแต่เริ่มต้นจนกระท่ังวัตถุตกลง
มาอยู่ท่ีระดับเดิมจะมีค่าเป็นสองเท่าของเวลาท่ีใช้ในการเคลื่อนข้ึนไปถึงจุดสูงสุดน้ันคือ 2tA

ดังน้ัน ระยะพิสัย (horizontal range: R) หาได้ดังน้ี

R = vxitB = (vi cos θi)(2tA)

= (vi cos θi)
2vi sin θi

g
=

2v2
i sin θi cos θi

g

R =
v2

i sin 2θi

g
(2.31)

จากสมการของระยะพิสัย จะพบว่าระยะทางไกลสุดจะข้ึนอยู่กับขนาดของความเร็วต้นและ
มุมท่ีความเร็วต้นทำกับแนวระดับ ดังน้ันถ้าต้องการให้วัตถุเคลื่อนท่ีได้ระยะพิสัยมากท่ีสุดท่ี
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ความเร็วต้นคงท่ีค่าหน่ึงน้ัน มุมท่ีความเร็วต้นกระทำกับแกน x จะต้องมีค่าเท่ากับ 45◦ หรือ
sin 2θi = 1 น่ันคือ 2θi = 90◦ ⇒ θi = 45◦ น่ันเอง

�

�

� x

y

vyA = 0

�vi

θi

A

B

R

h

O

รูปท่ี 2.20: ระยะพิสัยและระยะสูงสุดของการเคลื่อนท่ีแบบโปรเจทไตล์

ตัวอย่างท่ี 6 เครื่องบินลำหน่ึงกำลังเคลื่อนท่ีไปในแนวระดับด้วยอัตราเร็ว 40 m/s และบิน
อยู่สูงจากระดับพ้ืนดิน 100 m ถ้าโยนวัตถุลงมาจากเครื่องบิน วัตถุจะตกลงมากระทบพื้นดิน
ท่ีตำแหน่งใดเทียบกับจุดท่ีปล่อยลงมาดังรูป 2.21 และความเร็วของวัตถุขณะท่ีตกกระทบ
พ้ืน

วิธีทำ ขณะท่ีปล่อยวัตถุให้ตกลงมาความเร็วเริ่มต้นของวัตถุจะเท่ากับความเร็วของเครื่องบิน
vxi = 40 m/s vyi0 และกำหนดให้ ณ จุดท่ีปล่อย xi = 0, yi = 0 ดังน้ัน ระยะการกระจัด
ตามแนวราบหาได้จาก

xf = vxit = 40t (1)

หาเวลาตั้งแต่เริ่มปล่อยจนตกถึงพ้ืนจากสมการ

yf = vyit − 1

2
gt2 ⇒ −100 = 0 − 1

2
(9.8)t2

t2 =
2(100)

9.8
⇒ t = 4.52 s

แทนค่า t ลงในสมการ (1) ทำให้ได้ระยะการกระจัดตามแนวราบเป็นดังน้ี

xf = (40)(4.52) = 181 m
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องค์ประกอบของความเร็วของวัตถุในแนวแกน x และแกน y หาได้ดังน้ีคือ

vxf = vxi = 40 m/s

vyf = vyi − gt = 0 − (9.8)(4.52) = −44.3 m/s

ดังน้ันขนาดความเร็วของวัตถุขณะท่ีตกกระทบพ้ืนมีค่าเป็น

v =
√

v2
xf + v2

yf =
√

(40)2 + (−44.3)2 = 59.9 m/s

vx = 40 m/s

100 m

�

รูปท่ี 2.21: สำหรับโจทย์ตัวอย่างท่ี 6

ตัวอย่างท่ี 7 นักสกีเคลื่อนท่ีพุ่งออกจากรางสกีตามแนวระดับด้วยอัตราเร็ว 25 m/s ดังรูป
2.22 นักสกีจะตกกระทบพ้ืนท่ีตำแหน่งใดเม่ือเทียบกับตำแหน่งเริ่มต้นกำหนดให้ระดับความ
ชันเอียงทำมุมกับแนวระดับเป็นมุม 30◦ และระยะทางตามแนวพ้ืนเอียงท่ีวัดจากตำแหน่ง
เริ่มต้นจนถึงจุดท่ีตกกระทบคือ d

วิธีทำ การกระจัดตามแนวแกน x และตามแนวแกน y หาได้จาก

Δx = xf − xi = vxit = 25t (1)

Δy = yf − yi = vyit − 1

2
gt2 = 0 − 1

2
gt2 = −1

2
(9.8)t (2)

เน่ืองจาก Δx = d cos 35◦ และ Δy = −d sin 35◦ ดังน้ันเม่ือแทนค่าเหล่าน้ีลงในสมการ (1)
และ (2) ทำให้
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d cos 35◦ = 25t (3)

−d sin 35◦ = −1

2
(9.8)t2 (4)

สมการ (4) หารด้วยสมการ (3) ทำให้ได้

tan 35◦ =
9.8

2(25)
t ⇒ t =

(50)(tan 35◦)
9.8

= 3.57 s

d =
(25)(3.57)

cos 35◦
= 109 m

และจาก d ท่ีได้แทนกลับลงในสมการ (3) และ (4) ทำให้ระยะการกระจัดท้ังในแนว
แกน x และแกน y มีค่าเป็นดังน้ี

Δx = (109) cos 35◦ = 89.3 m

Δy = −(109) sin 35◦ = −62.5 m

�

�

�

x

y

θ = 35◦

25.0 m/s(0,0)

รูปท่ี 2.22: สำหรับโจทย์ตัวอย่างท่ี 7
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2.3.3 การเคล่ือนท่ีแบบวงกลม

เม่ือวัตถุเคลื่อนท่ีเป็นวงกลมหรือเป็นเส้นทางโค้งความเร็วของวัตถุจะมีการเปลี่ยนแปลงอยู่
ตลอดเวลาอาจจะมีการเปลี่ยนเฉพาะทิศทางอย่างเดียว ขณะท่ีขนาดของความเร็วยังคงท่ี (ซึ่ง
เรียกว่าเป็นเคลื่อนท่ีด้วยอัตราเร็วคงตัว) หรืออาจจะเปลี่ยนท้ังขนาดและทิศทางไปพร้อมๆ
กันก็ได้ ผลจากการเปลี่ยนความเร็วน้ีทำให้ให้เกิดความเร่งในการเคลื่อนท่ีข้ึนดังแสดงในรูป
2.23 พิจารณากรณีท่ีวัตถุเคลื่อนท่ีเป็นวงกลมรัศมี r ด้วยอัตราเร็วคงท่ีดังน้ัน ความเร่งท่ีเกิด
ข้ึนจึงมีเฉพาะในแนวเข้าสู่จุดศูนยก์ลางของวงกลม หรือเรียกว่าความเร่งเข้าสู่ศูนย์กลาง (�ar)

�

� �

A B

r r

θ

O

Δr

�vi

�vf

Δθ Δ�v

�vi

�vf

รูปท่ี 2.23: แสดงการเปลี่ยนทิศของความเร็วเม่ือวัตถุเคลื่อนท่ีเป็นวงกลมด้วยอัตราเร็วคงท่ี

�ar =
�vf − �vi

tf − ti
=

�Δv

Δt
(2.32)

จากรูป 2.23 โดยพิจารณาจากคุณสมบัติของสามเหลี่ยมคล้าย ทำให้ได้ความสัมพันธ์ดังน้ี
Δv

v
=

Δr

r
⇒ Δv =

vΔr

r

จากนิยามของความเร่งเข้าสู่ศูนย์กลางทำให้ได้ขนาดของความเร่งน้ีมีค่าเป็น

ar =
Δv

Δt
=

v

r
.
Δr

Δt
=

v2

r
(2.33)

สำหรับกรณีท่ีวัตถุเคลื่อนเป็นเส้นทางโค้งซึ่งความเร็วมีการเปลี่ยนค่าท้ังขนาดและทิศทางอยู่
ตลอดเวลาดังรูป2.24 ความเร่งของวัตถุจึงมีท้ังสององค์ประกอบคือมีความเร่งในแนวเดียวกัน
กับการเคลื่อนท่ี (�at) กับความเร่งเข้าสู่ศูนย์กลาง (�ar) น่ันคือ

�a = �at + �ar (2.34)

โดยท่ีขนาดความเร่งในแนวเส้นสัมผัสหาได้จาก at = d|v|/dt และขนาดความเร่งเข้าสู่
ศูนย์กลาง ar = v2/r
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�

�

�

Path of particle

A

B

C

at

ar �a

at

ar �a ar
at

�a

รูปท่ี 2.24: แสดงการเปลี่ยนแปลงความเร็วท้ังขนาดและทิศทางเม่ือเคลื่อนท่ีเป็นเส้นทาง
โค้ง

2.3.4 ความเร็วสัมพัทธ์

ความเร็วสัมพัทธ์ (relative velocity) คือการวัดความเร็วของสองผู้สังเกตุท่ีอยู่ในกรอบอ้างอิง
ท่ีแตกต่างกัน กล่าวคือผู้สังเกตุหน่ึงกำลังเคลื่อนท่ีสัมพัทธ์กับอีกผู้สังเกตุ ดังน้ันความเร็ว
ของวัตถุท่ีวัดได้น้ันจึงข้ึนอยู่กับความเร็วของผู้สังเกตุน้ันเทียบกับวัตถุ เช่น บนถนนทางด่วน
มีผู้สังเกตุคนหน่ึงท่ียืนหยุดน่ิงอยู่ข้างถนนทำการวัดความเร็วรถยนต์คันหน่ึงได้ 60 กิโลเมตร
ต่อช่ัวโมง ส่วนผู้สังเกตุอีกคนน่ังอยู่บนรถบรรทุกท่ีกำลังว่ิงไปในทิศทางเดียวกันด้วยความ
เร็ว 50 กิโลเมตรต่อช่ัวโมงผู้สังเกตุท่ีอยู่บนรถบรรทุกจะวัดความเร็วของรถยนต์ได้เป็น 10
กิโลเมตรต่อช่ัวโมงเท่าน้ัน

�

A

B

x

y

E �rBE

�rAE

�rAB = �rAE − �rBE

รูปท่ี 2.25: ตำแหน่งของรถยนต์ A เทียบกับตำแหน่งรถยนต์ B

ในการวัดความเร็วจะข้ึนอยู่กับกรอบอ้างอิง (reference frame) ของผู้สังเกต ซึ่งกรอบอ้างอิง
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ก็คือระบบพิกัดน่ันเอง สำหรับในกรณีสองมิติการคำนวณหาความเร็วสัมพัทธ์อาจจะดูสับสบ
ดังน้ันจึงต้องมีแนวทางท่ีเป็นระบบในการวิเคราะห์ดังแสดงในรูป 2.25 กำหนดให้ E เป็นผู้
สังเกตุ สมมติว่าหยุดน่ิงเทียบกับพ้ืนดิน และรถยนต์สองคันระบุด้วย A และ B โดยท่ี

�rAE = เวกเตอร์บอกตำแหน่งของรถยนต์ A เทียบกับ E

�rBE = เวกเตอร์บอกตำแหน่งของรถยนต์ B เทียบกับ E

�rAB = เวกเตอร์บอกตำแหน่งของรถยนต์ A เทียบกับ B

ดังน้ันการกระจัดของรถยนต์ A เทียบกับรถยนต์ B คือ

�rAB = �rAE − �rBE (2.35)

และความเร็วสัมพัทธ์ของรถยนต์ A เทียบกับ B หาได้จาก

�vAB = �vAE − �vBE (2.36)

ตัวอย่างท่ี 8 เรือลำหน่ึงหันหัวเรือไปทางทิศเหนือเพ่ือข้ามแม่น้ำไปยังฝ่ังตรงข้ามด้วยความ
เร็ว 10 km/h เทียบกับน้ำดังรูป 2.26 กระแสน้ำไหลไปทางทิศตะวันออกด้วยความเร็ว 5

km/h เทียบกับพ้ืนดิน จงหาความเร็วของเรือเม่ือเทียบกับผู้สังเกตุท่ีอยู่ท่ีฝ่ังด้านตรงข้าม

�

�vbr

�vbE

�vrE

θ

N

E

รูปท่ี 2.26: สำหรับโจทย์ตัวอย่างท่ี 7

วิธีทำ กำหนดให้ �vBR = ความเร็วของเรือเทียบกับน้ำ �vBE คือ ความเร็วของเรือเทียบกับ
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พ้ืนดิน และ �vRE คือ ความเร็วของกระแสน้ำเทียบกับพ้ืนดิน ดังน้ัน

�vBR = �vBE − �vRE

ความเร็วของเรือเทียบกับผู้สังเกตุท่ีอยู่บนฝ่ังตรงข้ามหาได้ดังน้ีคือ

�vBE = �vBR + �vRE

ขนาดของความเร็วคือ

vBE =
√

(v2
BR) + (v2

RE) =
√

(52) + (10)2 = 11.2 km/h

ทิศทางหาได้จาก

θ = tan−1

(
vBR

vRE

)
= tan−1

(
5

10

)
= 26.6◦

น่ันคือเรือจะเคลื่อนท่ีด้วยความเร็วขนาด 11.2 km/h ในทิศทำมุม 26.6 องศา ตะวันออกเฉียงเหนือ
เม่ือเทียบกับพ้ืนดิน

2.4 แบบฝึกหัด

1. เวกเตอร์สองอันทำมุม 110 องศา เวกเตอร์อันแรกยาว 20 หน่วย ทำมุม 40 องศา
กับเวกเตอร์ลัพธ์ จงหาขนาดของเวกเตอร์ท่ีสอง และขนาดของเวกเตอร์ลัพธ์

2. กำหนดให้ �A = 3̂i + 2ĵ − 5k̂ และ �B = −2̂i + ĵ + 4k̂ จงหา �A + �B และ �A − �B

3. กำหนดให้ �A + �B = 11̂i − ĵ + 5k̂ และ �A − �B = 5̂i + 11ĵ + 9k̂ จงหา �A และ �B

4. จงหาเวกเตอร์หน่ึงหน่วยของเวกเตอร์ �A = 4̂i + 3ĵ − 7k̂

5. แรงสามแรงท่ีกระทำต่ออนุภาคหน่ึงมีค่าดังน้ี �F1 = 20̂i − 36ĵ + 73k̂, �F2 = −17̂i +

21ĵ − 46k̂ และ �F3 = −12k̂ จงหาขนาดของเวกเตอร์ลัพธ์

6. จงหาค่าของ a ท่ีทำให้เวกเตอร์ �A = 2̂i − 3ĵ + 5k̂ และ �B = 3̂i + aĵ − 2k̂ ตั้งฉาก
กัน

7. ถ้ากำหนดให้ �A = 3̂i + 4ĵ − 5k̂ และ �B = 3̂i − ĵ − 2k̂ จงหา
(ก) ขนาดของ �A และ �B

(ข) �A · �B

(ค) �A × �B
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8. รถบรรทุกเริ่มเคลื่อนท่ีจากสภาวะหยุดน่ิงด้วยความเร่ง 5 m/s2 จงหาอัตราเร็วและระ
ยทางการเคลื่อนท่ีหลังจาก 4 วินาทีผ่านพ้นไป

9. กล่องใบหน่ึงไถลลงตามพ้ืนเอียงด้วยความเร่ง เริ่มต้นจากหยุดน่ิงและมีความเร็วเป็น
2.7 m/s ในเวลา 3 วินาที จงหา ความเร่งและระยะทางการเคลื่อนท่ีใน 6 วินาทีแรก

10. รถไฟใต้ดินขบวนหน่ึงเริ่มเคลื่อนท่ีจากหยุดน่ิงและเร่งด้วยอัตรา 1.60 m/s2 เป็นเวลานาน
14 วินาที แล้วแล่นต่อด้วยอัตราเร็วคงตัวเป็นเวลา 70 วินาที และแล่นช้าลงด้วยอัตรา
3.50 m/s2 จนกระท่ังหยุดท่ีสถานีถัดไป จงหาระยะทางท้ังหมดท่ีแล่นได้

11. ถ้าตัวหมัดกระโดดข้ึนตรงๆได้สูง 0.44 m อัตราเร็วตอนต้นท่ีมันกระโดดจากพ้ืนเป็น
เท่าใด และตัวหมัดลอยอยู่ในอากาศได้นานเท่าใด

12. ท้ิงก้อนอิฐก้อนหน่ึงลงมา (อัตราเร็วต้นเป็นศูนย์) จากหลังคาตึก ก้อนอิฐกระทบพ้ืน
ในเวลา 2.50 วินาที ถ้าไม่คิดแรงต้านของอากาศ จงหา
(ก) ตึกสูงเท่าใด
(ข) ความเร็วของก้อนอิฐเป็นเท่าใดก่อนกระทบพ้ืน

46.0 m

�

1.80 m

v = 1.2 m/s

รูปท่ี 2.27: สำหรับโจทย์ข้อท่ี 14

13. รถยนต์คันหน่ึงและรถบรรทุกคันหน่ึงเริ่มแล่นจากจุดหยุดน่ิงท่ีเวลาเดียวกันโดยรถยนต์
อยู่หลังรถบรรทุกเป็นระยะขนาดหน่ึง รถบรรทุกมีความเร่งคงตัว 2.10 m/s2 และ
รถยนต์มีความเร่ง 3.40 m/s2 รถยนต์แล่นทันรถบรรทุกเม่ือรถบรรทุกเคลื่อนท่ีได้ระยะ
ทาง 40.0 m
(ก) รถยนต์ใช้เวลานานเท่าใดในการไล่ทันรถบรรทุก
(ข) ตอนตั้งตันรถยนต์อยู่ห่างจากรถบรรทุกเท่าใด
(ค) รถแต่ละคันมีอัตราเร็วเท่าใดขณะอยู่เคียงกัน
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14. นักศึกษาคนหน่ึงอยู่บนหลังคาตึกฟิสิกส์ซึ่งสูง 46.0 m จากพ้ืน ดังรูป 2.27 อาจารย์
สอนฟิสิกส์ท่านหน่ึงสูง 1.80 m กำลังเดินอยู่ข้างตึกด้วยอัตราเร็วคงตัว 1.20 m/s ถ้า
นักศึกษาคนน้ีต้องการท้ิงไข่ลงบนหัวของอาจารย์ฟิสิกส์คนน้ี นักศึกษาควรจะปล่อยไข่
ตอนท่ีอาจารย์อยู่ท่ีไหน ให้สมมติว่าไข่ตกอย่างเสรี

15. ขว้างลูกบอลจากยอดตึกแรกไปยังตึกท่ีสองด้วยความเร็วต้น 20 m/s ในแนวทำมุม
37 องศากับแนวราบดังรูป 2.28 จงหา
(ก) ลูกบอลตกกระทบผนังตึกท่ีสองท่ีตำแหน่งสูงหรือต่ำกว่าระดับเดิมเท่าไร
(ข) ความเร็วท่ีลูกบอลกระทบผนัง
(ค) เวลาท่ีใช้ในการเคลื่อนท่ีเป็นเท่าไร

�vi

37◦

50 m

y

รูปท่ี 2.28: สำหรับโจทย์ข้อท่ี 15

16. จากรูป 2.29 จงพิสูจน์ให้เห็นว่า การเคลื่อนแบบโปรเจคไตน์ตามพ้ืนเอียง มีระยะ d

เป็นไปตามสมการข้างล่างน้ี

d =
2v2

i cos θi sin(θi − φ)

g cos2 φ

�

Path of the projectile

�vi
d

θi
φ

รูปท่ี 2.29: สำหรับโจทย์ข้อท่ี 16



บทท่ี 3

แรงและกฎการเคลื่อนท่ี

3.1 กฎการเคล่ือนที่ของนิวตัน

3.1.1 กฎการเคล่ือนท่ีข้อท่ี 1 ของนิวตัน

กฎข้อท่ี 1 ของนิวตัน กล่าวว่าเม่ือไม่มีแรงภายนอกมากระทำต่อวัตถุวัตถุท่ีหยุดน่ิงก็จะหยุดน่ิง
ต่อไปและวัตถุท่ีกำลังเคลื่อนท่ีก็จะเคลื่อนท่ีต่อไปในแนวเส้นตรงด้วยความเร็วคงท่ีน่ันคือวัตถุ
จะรักษาสภาพการเคลื่อนท่ีตามเดิมตราบใดท่ีไม่มีแรงภายนอกมากระทำหรือแรงลัพธ์มีค่า
เป็นศูนย์ดังแสดงในรูปท่ี 3.1 ในสภาวะการณ์แบบน้ีกล่าวได้ว่าวัตถุอยู่ในสภาวะสมดุล และ
เขียนเป็นสมการได้ดังน้ี

∑
�F = 0 (3.1)

แนวโน้มของวัตถุในการต้านสภาพการเคลื่อนท่ีเน่ืองจากแรงภายนอกมากระทำเรียกว่าความ
เฉ่ือย (Inertia) และมวลเป็นสมบัติของวัตถุท่ีบ่งบอกว่าวัตถุน้ันมีความเฉ่ือยมากน้อยแค่
ไหนซึ่งเป็นสมบัติท่ีไม่ข้ึนอยู่กับสภาพแวดล้อมและวิธีการวัด สำหรับการวัดในระบบมาตรา
ฐานสากล (SI unit) มวลมีหน่วยเป็นกิโลกรัม (kg) ดังน้ันวัตถุใดท่ีมีมวลมากจะมีความเฉ่ือย
มาก น่ันหมายความว่าจะต้องใช้แรงมากเพ่ือท่ีจะทำให้วัตถุมีการเปลี่ยนสภาพการเคลื่อนท่ี
และจากกฎข้อท่ี1 ถ้าแรงลัพธ์มีค่าเป็นศูนย์กระทำต่อวัตถุวัตถุจะไม่มีความเร่งหรือความ
เร่งเป็นศูนย์ (�a = 0) ในการบรรยายการเคลื่อนท่ีของวัตถุจะต้องมีกรอบอ้างอิง ท่ีเรียกว่า
กรอบเฉ่ือย (Inertia frame) ซ่ึงเป็นกรอบอ้างอิงท่ีไม่มีความเร่ง ดังน้ัน กฎข้อท่ี 1 ของนิว
ตันจึงเรียกอีกอย่างว่าเป็นกฎแห่งความเฉ่ือย
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�v�v = 0

∑ �F = 0

รูปท่ี 3.1: วัตถุหยุดน่ิงอยู่กับท่ี (�v = 0) หรือ เคลื่อนท่ีไปด้วยความเร็วคงตัว (�v = ค่าคงท่ี)

m

�F1

�F2

�F3

�F4
�F5

∑
�F = m�a

รูปท่ี 3.2: แรงลัพธ์ท่ีเกิดจากการรวมแบบเวกเตอร์ของแรงย่อย �F1, �F2, �F3, �F4, �F5 มีค่าไม่
เป็นศูนย์กระทำต่อวัตถุทำให้วัตถุเคลื่อนท่ีไปด้วยความเร่ง �a

3.1.2 กฎการเคล่ือนท่ีข้อท่ี 2 ของนิวตัน

กฎข้อท่ี 2 ของนิวตัน กล่าวว่า เม่ือมีแรงลัพธ์ท่ีไม่เป็นศูนย์มากระทำกระทำวัตถุวัตถุจะ
เคลื่อนท่ีไป ด้วยความเร่งโดยท่ีความเร่งน้ันจะแปรผันตรงกับแรงลัพธ์ท่ีมากระทำและแปรผัน
ผกผันกับมวลวัตถุดังสมการท่ี 3.2 ความเร่งของวัตถุจะมีทิศทางเดียวกับทิศของแรงลัพธ์
ดังรูปท่ี 3.2 ∑

�F = m�a (3.2)

เม่ือ �a คือ ความเร่ง และ m คือ มวลวัตถุและจากสมการท่ี 3.2 อาจจะเขียนในรูปแบบของ
แรงองค์ประกอบตามแกน x, y และ z ได้ดงัน้ี

∑
Fx = max

∑
Fy = may

∑
Fz = maz (3.3)

ในระบบ SI แรงมีหน่วยเป็น นิวตัน (N) โดยท่ี1 N = 1 kg.m/s2
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x

y

60◦

20◦

�F2

�F1

รูปท่ี 3.3: อนุภาคมวล m ถูกแรงสองแรงกระทำให้เคลื่อนท่ีในระนาบ xy

ตัวอย่างท่ี 1 อนุภาคอันหน่ึงมีมวล 0.3 kg ถูกแรงสองแรงกระทำดังรูป 3.3 แรง �F1 มี
ขนาด 5.0 N และแรง �F2 มีขนาด 8.0 N จงหาขนาดและทิศทางของความเร่งของอนุภาคน้ี

วิธีทำ แรงลัพธ์ท่ีกระทำในแนวแกน x คือ∑
Fx = F1x + F2x = F1 cos(−20◦) + F2 cos 60◦

= (5.0)(0.940) + (8.0)(0.500) = 8.7 N

แรงลัพธ์ในแนวแกน y คือ∑
Fy = F1y + F2y = F1 sin(−20◦) + F2 sin 60◦

= (5.0)(−0.342) + (8.0)(0.866) = 5.2 N

จากกฎข้อท่ี 2 ของนิวตันในรูปแบบของแรงลัพธ์องค์ประกอบตามแกน x และ y ทำให้ได้
ความเร่งองค์ประกอบตามแกนดังกล่าวเป็นดังน้ี

ax =

∑
Fx

m
=

8.7

0.30
= 29 m/s2

ay =

∑
Fy

m
=

5.2

0.30
= 17 m/s2

ดังน้ัน ขนาดของความเร่งจึงมีค่าเป็น

a =
√

(29)2 + (17)2 = 34 m/s2

และมีทิศเทียบกับแกน +x คือ

θ = tan−1

(
ay

ax

)
= tan−1

(
17

29

)
= 30◦



46 แรงและกฎการเคลื่อนท่ี

2

1

�F12

�F21

รูปท่ี 3.4: วัตถุ 1 และวัตถุ 2 ออกแรงดึงดูดซึ่งกันและกันด้วยขนาดเท่ากันแต่ทิศ
ตรงกันข้าม

3.1.3 กฎการเคล่ือนท่ีข้อท่ี 3 ของนิวตัน

กฎข้อท่ี 3 ของนิวตัน กล่าวว่า ถ้าวัตถุสองอันมีอันตรกิริยาต่อกัน แรงท่ีวัตถุ 1 กระทำต่อ
วัตถุ 2 (�F12) มีขนาดเท่ากับแรงท่ีวัตถุ 2 กระทำต่อวัตถุ 1 (�F21) แต่มีทิศตรงกันข้าม น่ัน
คือ

�F12 = −�F21 (3.4)

เม่ือ �F12 เป็นแรงกิริยา (Action force) และ �F21 เป็นแรงปฏิกิริยา (Reaction force) แรง
สองแรงน้ีเป็นแรงคู่กิร ิยาซึ่งกระทำท่ีวัตถุคนละอันดังรูปท่ี 3.4 พิจารณากล่องใบหน่ึงวางน่ิง
อยู่บนโต๊ะดังรูปท่ี 3.5 เราสามารถระบุแรงคู่กิร ิยาได้ดังน้ีคือ แรงท่ีกล่องกดลงบนพ้ืนโต๊ะ
(�n′) จะมีแรงปฏิกิริยาเป็น แรงท่ีพ้ืนโต๊ะดันกล่อง (�n) ในขณะท่ีแรงกิริยาท่ีโลกดึงดูดกล่อง
เข้าหา (�Fg) จะมีแรงปฎิกิริยาเป็นแรงท่ีกล่องดึงดูดโลกเข้าหา (�F ′

g) แต่จะเห็นว่า แรง �n กับ

แรง �Fg ไม่ใช่แรงคู่กิร ิยา เพราะว่าแรงท้ังสองกระทำท่ีวัตถุอันเดียวกัน น่ันคือ �Fg = −�F ′
g

และ �n = �n′

�n

�n′
�Fg

�F ′
g

รูปท่ี 3.5: แสดงแรงคู่กิร ิยาของกล่องลูกบาศก์ท่ีวางอยู่บนโต๊ะ
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53◦37◦

T1 T2

T3

W = 125 N

T3

W

y

x

T2
T1

T3

37◦ 53◦

(a) (b) (c)

รูปท่ี 3.6: (a) วัตถุหนัก 125 N แขวนอยู่น่ิงด้วยเส้นเชือกสามเส้น (b) และ (c) แสดง
แผนภาพวัตถุอิสระท่ีแรงกระทำต่อก้อนวัตถุและจุดเช่ือมต่อของเส้นเชือกท้ังสามตามลำดับ

ตัวอย่างท่ี 2 วัตถุก้อนหน่ึงหนัก 120 N แขวนอยู่น่ิงด้วยเส้นเชือกดังรูป 3.6 จงหาขนาด
แรงตึงในเส้นเชือกท้ังสามเส้นน้ี

วิธีทำ เม่ือวัตถุหยุดน่ิงแสดงว่าแรงลัพธ์ท่ีกระทำต่อวัตถุมีค่าเป็นศูนย์ น่ันคือวัตถุอยู่ในสมดุล
ดังน้ันจากกฎข้อท่ี 1 ของนิวตัน จะได้ว่า

∑
�F = 0 หรือ

∑
Fx = 0

∑
Fy = 0

พิจารณาในรูป (b) จะได้ว่า

∑
Fy = T3 = W = 125 N

และในทำนองเดียวกัน จากรูป (c) จะได้

∑
Fx = −T1 cos 37◦ + T2 cos 50◦ = 0 (1)∑
Fy = T1 sin 37◦ + T2 sin 53◦ − T3 = 0 (2)
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m1 m2

(a)

� �

m1 m2

(b) (c)

�F �F

�n1

m1�g

�p′ �p

�n2

m2�g

x

y

�a

รูปท่ี 3.7: (a) วัตถุมวล m1 และ m2 ถูกผลักด้วยแรงท่ีคงท่ีให้เคลื่อนไปตามแนวราบ (b)
และ (c) แสดงแผนภาพของแรงกระทำต่อวัตถุแต่ละอันตามลำดับ

จากสมการ (1) หาค่า T2 ในเทอม T1 จากน้ันนำไปแทนลงในสมการ (2) เพื่อหา T1 และ
T2 ดังน้ี

T2 = T1

(
cos 37◦

cos 53◦

)
= 1.33 T1

T1 sin 37◦ + 1.33 T1 sin 53◦ − 125 = 0

T1 = 75.1 N, และ T2 = 99.9 N

ตัวอย่างท่ี 3 มวล m1 และ m2 วางติดกันอยู่บนพ้ืนราบท่ีไม่มีความเสียดทาน ถ้าออกแรง
ขนาดคงท่ี �F ผลักวัตถุออกไปตามแนวระดับดังรูป 3.7 จงหาขนาดความเร่งของวัตถุท้ังสอง
และแรงกระทำระหว่างระหว่างวัตถุ

วิธีทำ พิจารณาในรูป (a) ความเร่งของวัตถุท้ังสองเท่ากันเน่ืองจากวัตถุท้ังสองเคลื่อนไป
พร้อมกันดังน้ัน จากกฎข้อท่ี 2 ของนิวตัน จะได้ว่า

∑
Fx(system) = F = (m1 + m2)ax

ax =
F

m1 + m2

ขนาดของแรงท่ีกระทำระหว่างวัตถุท้ังสองหาได้โดยการเขียนแผนภาพของแรงลงบนวัตถุ
แต่ละอันดังรูป (b) และ (c) ซึ่งจะเห็นว่าแรง �p กับ �p′ เป็นแรงภายในระบบ โดยพิจารณา
จากรูป (c) เราจะได้ว่า

∑
Fx = p = m2ax =

(
m2

m1 + m2

)
F
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และโดยกฎข้อท่ี 3 ของนิวตัน สองแรงน้ีเป็นแรงคู่กิร ิยาซึ่งมีขนาดเท่ากันแต่ทิศตรงกันข้าม
น่ันคือ

p = p′ = m2ax =

(
m2

m1 + m2

)
F

ตัวอย่างท่ี 4 วัตถุสองอันมีมวล m1 และ m2 แขนด้วยเส้นเชือกและคล้องผ่านรอกท่ีไม่
มีความฝืดดังรูป 3.8 จงหาขนาดของความเร่งของวัตถุท้ังสองและขนาดแรงตึงในเส้นเชือก

วิธีทำ จากรูป (a) วัตถุท้ังสองจะมีขนาดความเร่งเท่ากัน โดยใช้กฎข้อท่ี 2 ของนิวตันกับ
การเคลื่อนท่ีของวัตถุมวล m1 และมวล m2 ได้ดังน้ี (ดูรูป (b) ประกอบ)

∑
Fy = T − m1g = m1ay (1)∑
Fy = m2g − T = m2ay (2)

นำสมการ (1) บวกกับสมการ (2) จะได้

−m1g + m2g = m1ay + m2ay

ay =

(
m2 − m1

m1 + m2

)
g (3)

แทนค่าความเร่งจากสมการ (3) ลงในสมการ (1) หรือสมการ (2) ทำให้ได้ค่าแรงตึงในเส้น
เชือก

T =

(
2m1m2

m1 + m2

)
g

ตัวอย่างท่ี 5 วัตถุสองอันมีมวล m1 และ m2 ผูกติดกันด้วยเส้นเชือกมวลเบาและคล้องผ่าน
รอกท่ีไม่มีความฝืดปล่อยให้วัตถุมวล m2 ไถลลงตามพ้ืนเอียงดังรูป 3.8 สมมติพ้ืนเอียงไม่
มีความฝืด จงหาขนาดของความเร่งของวัตถุท้ังสองและขนาดแรงตึงในเส้นเชือก

วิธีทำ พิจารณาการเคลื่อนท่ีของมวล m1 จะได้ว่า∑
Fx = 0 (1)∑
Fy = T − m1g = m1ay = m1a (2)
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m1

m2

(a)

�a

�a

(b)

m1 m2

m1�g m2�g

�T �T

รูปท่ี 3.8: (a) วัตถุมวล m1 และ m2 ผูกติดกันด้วยเชือกมวลเบาและคล้องผ่านรอกในแนว
ดิ่ง (b) แสดงแผนภาพของแรงกระทำต่อวัตถุแต่ละอันตามลำดับ

พิจารณาการเคลื่อนท่ีของมวล m2 และใส่แกนพิกัดให้เหมาะสม (ในท่ีน้ีเลือกให้แกน x′

ขนานกับพ้ืนเอียง) ทำให้ได้∑
Fx′ = m2g sin θ − T = m2ax′ = m2a (3)∑
Fy′ = n − m2g cos θ = 0 (4)

จากสมการ (2) แก้สมการเพ่ือหาค่า T และนำค่าท่ีได้ลงไปแทนในสมการ (3) เราจะได้
ขนาดของความเร่งดังน้ี

a =
m2g sin θ − m1g

m1 + m2

จากน้ันนำค่าความเร่งท่ีได้แทนกลับลงในสมการ (2) จะได้ค่าแรงตึงในเส้นเชือก

T =
m1m2g(sin θ + 1)

m1 + m2

3.2 แรงเสียดทาน (Forces of Friction)

เม่ือวัตถุเคลื่อนท่ีบนพ้ืนผิวหรือเคลื่อนท่ีผ่านตัวกลางท่ีมีความหนืด เช่น อากาศ น้ำ เป็นต้น
จะมีความต้านทานการเคลื่อนท่ีเกิดข้ึนเน่ืองจากวัตถุมีอันตรกิริยากับสิ่งท่ีอยู่รอบๆวัตถุ แรง
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m2

m1

�a

θ

(a)

m1�g

�T

x

y

(b)

y′

x′

�T
�n

m2�g

m2g sin θ

m2g cos θ

(c)

θ

รูปท่ี 3.9: (a) ระบบวัตถุมวล m1 และ m2 ท่ีผูกติดกันด้วยเชือกมวลเบาและคล้องผ่านรอก
ซึ่งติดอยู่ท่ีปลายด้านบนของพ้ืนเอียงและ (b) และ (c) แสดงแรงท่ีกระทำต่อวัตถุแต่ละอัน
ตามลำดับ

� �

�n

m�g

�n

m�g

�F �F
�fs

�fk

Motion

|�f |
fs,max

0

f s
=

F

fk = μkn

F
Static region Kinetic region

(a) (b)

(c)

รูปท่ี 3.10: แรงเสียดทานท่ีเกิดข้ึนระหว่างผิวสัมผัสของวัตถุท้ังสอง (a) แรงเสียดทาน
สถิต (b) แรงเสียดทานจลน์ และกราฟแสดงผลการทดลองระหว่างแรงเสียดทานกับแรงจาก
ภายนอก
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ต้านท่ีเกิดข้ึนน้ี เรียกว่า แรงเสียดทาน (frictional force) ในกรณีของวัตถุท่ีเคลื่อนท่ีบน
พ้ืนผิวใดๆแรงเสียดทานน้ีจะข้ึนอยู่กับผิวสัมผัสของวัตถุท้ังสอง และมีทิศตรงข้ามกับการ
เคลื่อนท่ีเสมอ สำหรับการเคลื่อนท่ีใด แรงเสียดทานมี 2 ชนิด คือ แรงเสียดทานสถิต (static
frictional force, �fs) ซึ่งจะเกิดข้ึนเม่ือวัตถุหยุดน่ิง และ แรงเสียดทานจลน์ (kinetic friction-
al force, �fk) เป็นแรงท่ีเกิดข้ึนขณะท่ีวัตถุมีการเคลื่อนท่ี ดังรูปท่ี 3.10 และผลจากทดลอง
แสดงให้เห็นว่าแรงเสียดทานสถิตท่ีเกิดข้ึนจะแปรผันตรงกับการเพ่ิมข้ึนของแรงภายนอก
(Applied force, F ) และเพ่ิมข้ึนจนถึงค่าสูงสุดของแรงเสียดทานสถิต (�fs,max) ซึ่ง ณ จุดน้ี
เองวัตถุเริ่มจะขยับท่ีจะเคลื่อนท่ี และหลังจากจุดน้ีขนาดของแรงเสียดทานจะลดลงและคงท่ี
ในช่วงน้ีวัตถุจะเคลื่อนท่ีอยู่ภายใต้แรงเสียดทานจลน์ (ดูรูป 3.10(c) ประกอบ) และในการ
ทดลองยังพบว่าแรงเสียดทานสถิตสูงสุดและแรงเสียดทานจลน์จะแปรผันตรงกับขนาดของ
แรงตั้งฉาก (Normal force, �n) น่ันคือแรงเสียดทานสถิตสูงสุดมีค่าเท่ากับ

�fs,max = μs�n (3.5)

และแรงเสียดทานจลน์มีค่าเท่ากับ
�fk = μk�n (3.6)

เม่ือ μs และ μk คือ ค่าสัมประสิทธิ์ความเสียดทานสถิตและค่าสัมประสิทธิ์ความเสียดทาน
จลน์ ตามลำดับ ซึ่งค่าสัมประสิทธิ์ท้ังสองน้ีจะข้ึนอยู่กับธรรมชาติของผิวสัมผัสของวัตถุท้ัง
สอง

ตัวอย่างท่ี 6 วัตถุมวล m วางหยุดน่ิงอยู่ท่ีปลายด้านบนพ้ืนเอียงดังรูป 3.11 พ้ืนเอียงมี
ความเสียดทาน จงหาว่ามุมเอียงจะมีค่าเป็นเท่าไรจึงจะทำให้วัตถุน้ีเริ่มท่ีจะเคลื่อนท่ี
วิธีทำ ในขณะท่ีวัตถุหยุดน่ิง จากกฎของนิวตันข้อท่ี 1 จะได้ว่า

∑
Fx = mg sin θ − fs = max = 0 (1)∑
Fy = n − mg cos θ = may = 0 (2)

จากสมการ (2) จะได้ mg = n
cos θ

และนำไปแทนลงในสมการ (1) ทำให้ได้

fs = mg sin θ =
( n

cos θ

)
sin θ = n tan θ (3)

เม่ือวัตถุเริ่มจะเคลื่อนท่ีแสดงว่าขนาดของแรงเสียดทานสถิตมีค่าสูงสุด น่ันคือ

fs = fs,max = μsn
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�fs
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mg sin θmg cos θ

รูปท่ี 3.11: วัตถุมวล m เริ่มจะเคลื่อนท่ีตามพ้ืนเอียงท่ีมีความเสียดทาน

จากสมการท่ี (3) ทำให้ได้มุมเอียงท่ีจะทำให้วัตถุเริ่มเคลื่อนท่ี (θc) ดังน้ี

fs,max = μsn = n tan θc

μs = tan θc

θc = tan−1(μs)

ตัวอย่างท่ี 7 มวล m1 วางอยู่บนพ้ืนท่ีมีความเสียดทาน นำมาผูกด้วยเชือกและคล้องผ่าน
รอกท่ีไม่มีความฝืด ปลายอีกด้านของเชือกผูกติดกับวัตถุมวล m2 เม่ือออกแรงดึงวัตถุ m1

ขนาด F นิวตันทำมุม θ กับแนวระดับดังรูปท่ี 3.12 จงหาขนาดความเร่งของวัตถุท้ังสอง
สัมประสิทธิ์ของความเสียดทานจลน์ระหว่างผิววัตถุ m1 กับพ้ืนมีค่าเท่ากับ μk

วิธีทำ พิจารณาการเคลื่อนท่ีของมวล m1 ในแนวแกน x และแกน y จะได้ว่า∑
Fx = F cos θ − fk − T = m1ax = m1a (1)∑
Fy = n + F sin θ − m1g = 0 (2)

ในทำนองเดียวกันสำหรับการเคลื่อนท่ีของมวล m2 จะได้ว่า∑
Fx = m2ax = 0 (3)∑
Fy = T − m2g = m2ay = m2a (4)

จากสมการ (4) ทำให้ได้ T = m2(a + g) และจากแรงเสียดทานจลน์ fk = μkn เม่ือแทน
ค่าลงในสมการ (1) ทำให้ได้

F cos θ − μkn − m2(a + g) = m1a

F cos θ − μk(m1g − F sin θ) − m2(a + g) = m1a (5)
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F cos θ

F sin θ
�n
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�fk

�T
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�T

m2�g

(a) (b) (c)

รูปท่ี 3.12: (a) ออกแรงดึงมวล m1 ให้เคลื่อนท่ีบนพ้ืนท่ีมีความเสียดทานและ มวล m1 ผูก
ต่อกับมวล m2 ด้วยเส้นเชือกมวลเบา (b) และ (c) แสดงแผนภาพของแรงท่ีกระทำต่อวัตถุ
แต่ละอันตามลำดับ

โดยการแก้สมการ (5) เพ่ือหาค่าความเร่งของวัตถุท้ังสองทำไห้ได้เป็นดังน้ี

a =
F (cos θ + μk sin θ) − g (m2 + μkm1)

m1 + m2

3.3 แรงและการเคล่ือนที่เป็นวงกลม

3.3.1 การเคล่ือนท่ีเป็นวงกลมด้วยอัตราเร็วคงท่ี

เม่ือวัตถุเคลื่อนท่ีเป็นวงกลมด้วยอัตราเร็วคงท่ี จะเกิดความเร่งเข้าสู่ศูนย์กลางของวงกลม
เน่ืองจากวัตถุมีการเปลี่ยนทิศทางของความเร็วตลอดการเคลื่อนท่ี เราเรียกความเร่งน้ีว่า ความ
เร่งเข้าสู่ศูนย์กลาง (centripetal acceleration, ar) ดังรูป 3.13 (a) และจากกฎการเคลื่อนท่ี
ของนิวตันข้อท่ี 2 จะได้ขนาดของแรงลัพธ์ในแนวรัศมีเท่ากับผลคูณของมวลกับความเร่ง
เข้าสู่ศูนย์กลางน้ี น่ันคือ

∑
Fr = mar = m

v2

r
(3.7)
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�v �Ft
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รูปท่ี 3.13: การเคลื่อนท่ีเป็นวงกลมด้วยอัตราเร็วคงท่ี (a) และด้วยอัตราเร็วท่ีไม่คงท่ี (b)

3.3.2 การเคล่ือนท่ีเป็นวงกลมด้วยอัตราเร็วไม่คงท่ี

เม่ือวัตถุเคลื่อนท่ีเป็นวงกลมด้วยอัตราเร็วไม่คงท่ี คือมีการเปลี่ยนท้ังขนาดและทิศทางของ
ความเร็ว ทำให้เกิดความเร่งสองส่วนคือ ความเร่งในแนวเส้นสัมผัสกับการเคล่ือนท่ี (tan-
gential acceleration, at) และความเร่งเข้าสู่ศูนย์กลาง ดังน้ันแรงลัพธ์ท่ีเกิดข้ึนจึงเป้นผลรวม
แบบเวกเตอร์ของแรงย่อยท้ังสองแนวดังรูป 3.13(b)

�F = �Fr + �Ft = m(�ar + �at) (3.8)

ตัวอย่างท่ี 8 วัตถุมวล m ถูกแขวนด้วยเชือกยาว L ถ้าวัตถุน้ีถูกทำให้เคลื่อนท่ีเป็นวงกลม
ตามแนวระดับด้วยอัตราเร็วคงท่ี v และเส้นเชือกทำมุมกับแนวดิ่งเป็นมุม θ ดังรูป 3.14 จง
หาค่าอัตราเร็วของวัตถุน้ี

วิธีทำ พิจารณาองค์ประกอบของแรงในแนวดิ่ง จะได้ว่า∑
Fy = T cos θ − mg = 0

T cos θ = mg (1)

และพิจารณาองค์ประกอบของแรงในแนวราบ จะได้ว่า∑
Fx = T sin θ = mar = m

v2

r
(2)

นำสมการ (2) หารด้วยสมการ (1) ทำให้ได้

tan θ =
v2

rg

v =
√

rg tan θ
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รูปท่ี 3.14: การแกว่งแบบกรวยของลูกตุ้มนาฬิกาและแผนภาพของแรงท่ีกระทำต่อวัตถุ
มวล m

และจากความสัมพันธ์ r = L sin θ ดังน้ัน อัตราเร็วของวัตถุจึงมีค่าเท่ากับ

v =
√

Lg sin θ tan θ

ตัวอย่างท่ี 9 รถยนต์มวล 1500 กิโลกรัม กำลังว่ิงบนทางโค้งในแนวราบซึ่งมีรัศมีความโค้ง
เป็น35 เมตร ดังรูป 3.15 ถ้าสัมประสิทธิ์ความเสียดทานสถิตระหว่างยางรถกับพ้ืนถนนคือ
0.5 จงหาอัตราเร็วสูงสุดของรถยนต์ ท่ียังคงว่ิงบนทางโค้งได้อย่างปลอดภัยโดยไม่ไถลออก
นอกเส้นทาง

วิธีทำ โดยการเขียนแผนภาพของแรงที่กระทำต่อรถยนต์ดังรูป (b) จะเห็นว่าแรงเสียดทาน
สถิตท่ีเกิดข้ึนน้ีจะมีทิศเข้าสู่ศูนย์กลางความโค้ง และแรงน้ีทำให้รถยนต์เคลื่อนท่ีเป็นวงกลม
ด้วยความเร่งเข้าสู่ศูนย์กลางความโค้ง และจากกฎการเคลื่อนท่ีของนิวตัน ทำให้ว่า

fs = mar = m
v2

r

n = mg
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�fs
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รูปท่ี 3.15: (a) แรงเสียดทานสถิตในทิศทางพุ่งเข้าหาจุดศูนย์กลางความโค้งเพ่ือบังคับให้รถ
เคลื่อนท่ีบนทางโค้งราบและ (b) แผนภาพวัตถุอิสระของรถยนต์

และอัตราเร็วสูงสุดจะเกิดข้ึนเม่ือแรงเสียดทานสถิตมีค่าสูงสุด น่ันคือ

fs,max = μsn = m
v2

max

r

vmax =

√
μsmgr

m
=

√
μsgr

vmax =
√

(0.5)(9.8 m/s2)(35 m)

vmax = 13.1m/s

ตัวอย่างท่ี 10 วิศวกรออกแบบถนนโค้งให้มีความเอียงโดยให้ขอบถนนด้านนอกสูงกว่าขอบ
ด้านใน เม่ือรถยนต์แล่นเลี้ยวโค้งด้วยขนาดความเร็วพอดีตามท่ีวิศกรออกแบบไว้ และถ้า
ไม่คิดความเสียดทานระหว่างยางรถยนต์กับถนน ดังรูป 3.16 กำหนดให้อัตราเร็วในการ
เคลื่อนท่ีบนทางโค้งน้ีเท่ากับ 13.4 m/s และรัศมีความโค้งเท่ากับ 50 m ถนนควรจะมีความ
เอียงด้วยมุมเท่าไร?

วิธีทำ เม่ือพิจารณาจากแผนภาพวัตถุอิสระ จะเห็นว่าองค์ประกอบของแรงปฎิกิริยาท่ีพ้ืน
ถนนกระทำต่อรถยนต์ �n ในแนวราบทำให้เกิดความเร่งความสู่ศูนย์กลาง น้ันคือ∑

Fr = mar

n sin θ = m
v2

r
(1)∑

Fy = 0

n cos θ = mg (2)
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รูปท่ี 3.16: รถยนต์กำลังว่ิงบนถนนโค้งท่ีมีความเอียงเป็นมุม θ (a) และแผนภาพวัตถุอิสระ
ของรถยนต์ (b)

สมการ (1) หารด้วยสมการ (2) จะได้

tan θ =
v2

rg

θ = tan−1

[
(13.4)2

(50)(9.8)

]
= 20.1◦

ตัวอย่างท่ี 11 นักบินมวล m กำลังขับเครื่องบินไอพ่นเป็นวงกลมในแนวดิ่งด้วยอัตราเร็ว
คงท่ี 225 m/s รัศมีวงโคจร 2.70 km ดังรูปท่ี 3.17 จงหาแรงท่ีเบาะน่ังกระทำต่อนักบินคน
ขับท่ีตำแหน่ง
(ก) ด้านล่างสุดของวงกลม
(ข) ด้านบนสุดของวงกลม

วิธีทำ พิจารณาท่ีตำแหน่งด้านล่างสุดของวงกลมจะได้แรงท่ีเบาะน่ังกระทำต่อนักบินเป็นดังน้ี

∑
Fr = nbot − mg = m

v2

r

nbot = mg + m
v2

r
= mg

(
1 +

v2

rg

)

nbot = mg

[
1 +

(225)2

(2.7 × 103)(9.8)

]
nbot = 2.91mg
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รูปท่ี 3.17: นักบินขับเครื่องบินให้เคลื่อนท่ีเป็นวงกลมในแนวดิ่งด้วยอัตราเร็วคงตัว (a)
และแผนภาพวัตถุอิสระของนักบินท่ีตำแหน่งล่างลุดของวงกลม (b) และท่ีตำแหน่งบนสุด
ของวงกลม (c)

ในทำนองเดียวกันท่ีตำแหน่งด้านบนสุดของวงกลมจะได้

∑
Fr = ntop + mg = m

v2

r

ntop = m
v2

r
− mg = mg

(
v2

rg
− 1

)

ntop = mg

[
(225)2

(2.7 × 103)(9.8)
− 1

]
ntop = 0.91mg

ผลท่ีได้เราจะเห็นว่าแรงท่ีเบาะน่ังกระทำต่อนักบินท่ีตำแหน่งด้านล่างจะมากกว่าด้านบนสุด
ของการเคลื่อนท่ีเป็นวงกลมในแนวดิ่ง และในตำแหน่งอื่นๆก็สามารถวิเคราะห์หาได้ในลักษณะ
เดียวกันน้ี

3.4 แบบฝึกหัด

1. แรงสองแรงคือ F1 = 20 N และ F2 = 15 N กระทำต่อมวลขนาด 5 kg จงหาขนาด
และทิศทางความเร่งในรูป 3.18 (a) และ (b)

2. ถุงปูนซีเมนต์น้ำหนัก 325 N แขวนด้วยเส้นเชือกดังแสดงในรูป 3.19 โดยเชือกสอง
เส้นทำมุมกับแนวระดับคือ θ1 = 60 องศา และ θ2 = 25 องศา เม่ือระบบอยู่ในสมดุล
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รูปท่ี 3.18: โจทย์ปัญหาข้อ 1

จงหาขนาดแรงตึงในเส้นเชือก T1, T2 และ T3

�

T2T1

T3

θ1 θ2

รูปท่ี 3.19: สำหรับโจทย์ปัญหาข้อ 2

3. มวล 1 kg มีความเร่งขนาด 10 m/s2 ในทิศทำมุม 30 องศากับแนวแรง F1 ดังรูป
3.20 ถ้าแรง F2 = 5.0 N จงหาขนาดของ F1

4. ระบบท่ีแสดงในรูปท่ี 3.21 (a), (b) และ (c) อยู่ในสภาวะสมดุล ถ้าเสกลบนสปริงถูก
ปรับให้อ่านค่าในหน่วยของนิวตัน จงหาว่า ค่าท่ีอ่านได้บนสปริงในท้ังสามระบบมีค่า
เท่าใด

5. กล่องมวล m = 2.0 kg ถูกปล่อยจากหยุดน่ิงท่ีตำแหน่งความสูงจากพ้ืนโต๊ะ h = 0.50
m และปล่อยให้ไถลลงมาจากหยุดน่ิงตามพ้ืนเอียงซึ่งมีมุมเอียง θ = 30 องศา ดังรูป
ท่ี 3.22 พ้ืนเอียงไม่มีความเสียดทานท่ีถูกตรึงกับพ้ืนโต๊ะโดยท่ีพ้ืนโต๊ะสูงจากพ้ืนดิน H
= 2.00 m จงหาค่าต่อไปน้ี

(ก) ความเร่งของกล่องขณะท่ีไถลลงมาตามพื้นเอียง

(ข) ความเร็วของกล่องขณะท่ีหลุดออกจากขอบด้านล่างสุดของพ้ืนเอียง
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1.0 kg
�F1

�F2

a =
10

.0
m/s

2

30.0◦

รูปท่ี 3.20: สำหรับโจทย์ปัญหาข้อ 2

5.0 kg 5.0 kg

(a) (b) (c)

5.0 kg 5.0 kg

5.0 kg

30.0◦

รูปท่ี 3.21: โจทย์ปัญหาข้อ 4

m

θ

R

H

h

รูปท่ี 3.22: โจทย์ปัญหาข้อ 5
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(ค) เวลาท่ีใช้ในการเคลื่อนท่ีตั้งแต่เริ่มต้นจนตกถึงพ้ืนดิน

(ง) ตำแหน่งท่ีตกพ้ืนของกล่องใบน้ีอยู่ห่างจากขาโต๊ะเท่าใด (R)

6. มวลขนาด 2.0 kg วางอยู่บนมวลขนาด 5 kg สัมประสิทธิ์ความเสียดทานจลน์ระหว่าง
ผิววัตถุมวล 5 kg กับพ้ืนคือ 0.2 เม่ือออกแรงดึงวัตถุมวล 5 kg ไปทางขวามือดังรูป
3.23

(ก) จงหาขนาดของแรงท่ีจำเป็นต้องใช้เพ่ือผลักให้วัตถุท้ังสองเคลื่อนท่ีไปทางขวา
ด้วยความเร่ง 3.0 m/s2

(ข) จงหาค่าสัมประสิทธิ์ของความเสียดทานสถิตท่ีน้อยท่ีสุดระหว่างผิวสัมผัสของวัตถุ
ท้ังสองซึ่งจะทำให้วัตถุมวล 2 kg ไม่ไถลไปภายใต้ความเร่งขนาด 3.0 m/s2

5.0 kg

2.0 kg

�F

รูปท่ี 3.23: โจทย์ปัญหาข้อ 6

7. รถรางมีมวล 500 kg เม่ือบรรทุกผู้โดยสารจนเต็มและกำลังเคลื่อนท่ีบนรางโค้ง ดัง
แสดงในรูป 3.24

(ก) ถ้ารถรางมีอัตราเร็ว 20 m/s ท่ีจุด A แรงท่ีรางกระทำต่อรถเป็นเท่าไร

(ข) อัตราเร็วสูงสุดขณะท่ีรถรางอยู่ท่ีจุด B และยังคงเคลื่อนท่ีอยู่บนรางได้โดยท่ีไม่
หลุดออกนอกเส้นทาง

�

�

�

�

A

B

10.0 m
15.0 m

รูปท่ี 3.24: โจทย์ปัญหาข้อ 7
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8. ระยะห่างระหว่างเสาโทรศัพท์เท่ากับ 50.0 m เม่ือมีนกตัวหน่ึงบินมาเกาะท่ีสายโทรศัพท์
ตรงก่ึงกลางระหว่างเสาท้ังสองทำให้สายหย่อนลงไปเป็นระยะ 0.2 m ให้เขียนแผนภาพ
วัตถุอิสระของนกขนาดของแรงตึงในสายโทรศัพท์ท่ีนกกระทำมีค่าเป็นเท่าไหร่ (ไม่คิด
น้ำหนักของสายโทรศัพท์)

9. จากรูป 3.25 แรงสองแรงท่ีกระทำกับรถยนต์คันหน่ึงเพ่ือจะให้เคลื่อนท่ีไป จงหาขนาด
ของแรงลัพธ์และถ้ารถยนต์มวล 3000 kg ความเร่งของรถยนต์มีขนาดเป็นเท่าไหร่
(ไม่คิดแรงเสียดทาน)

30◦
10◦

400 N

450 N

รูปท่ี 3.25: โจทย์ปัญหาข้อ 9

10. วัตถุมวล 2.0 kg เริ่มเคลื่อนท่ีจากหยุดน่ิงไถลลงตามพ้ืนเอียงท่ีมีความยาวตามพ้ืน
เอียง 80 cm ในเวลา 0.5 วินาที แรงลัพธ์ท่ีกระทำต่อวัตถุไปตามพ้ืนเอียงมีค่าเป็น
เท่าไหร่
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บทท่ี 4

งานและพลังงาน

4.1 งานที่ทำโดยแรงคงที่

เม่ือวัตถุอันหน่ึงถูกแรงภายนอก �F ซึ่งมีขนาดและทิศทางคงท่ีกระทำแล้วทำให้วัตถุน้ันมี
การเคลื่อนท่ีได้ระยะการกระจัด �d ดังรูป 4.1 งาน (Work, W ) ท่ีเกิดข้ึนเน่ืองจากแรงน้ีมี
นิยามเป็นดังน้ีคือ

W = �F · �d = Fd cos θ (4.1)

จากนิยามของงานในสมการ 4.1 พบว่า งาน ในทางฟิสิกส์ หมายถึง ผลคูณระหว่างขนาด
องค์ประกอบของแรงในทิศทางท่ีวัตถุเคลื่อนท่ีไปกับขนาดของการกระจัดน้ัน ซึ่งเป็นปริมาณ
สเกลาร์ มีหน่วยเป็น นิวตัน.เมตร (N.m) หรือ จูล (Joule, J) และจากนิยามของงาน
จะเห็นว่างานมีค่าเป็นได้ท้ังค่าบวก (+) ค่าลบ (-) และ ศูนย์ (0) ข้ึนอยู่กับทิศของแรงท่ี
กระทำต่อวัตถุเทียบกับทิศการกระจัด เช่น ถ้าแรงภายนอกท่ีกระทำกับวัตถุมีทิศตั้งฉากกับ
การเคลื่อนท่ีงานของแรงน้ีมีค่าเป็นศูนย์ (เพราะว่า มุม θ = 90◦)

�

�d

�F

F cos θ
θ

รูปท่ี 4.1: แรงขนาดคงท่ีกระทำกับวัตถุในทิศทำมุม θ กับแนวราบ
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ตัวอย่างท่ี 1 ชายคนหน่ึงออกแรงดึงวัตถุมวล m ด้วยขนาด 50 นิวตันในทิศทำมุม 30 องศา
กับแนวราบดังรูป 4.2 วัตถุเคลื่อนท่ีในแนวราบได้ระยะ 3.0 เมตร จงคำนวณหางานท่ีชาย
คนน้ีทำกับวัตถุน้ี

วิธีทำ จากนิยามของงานเราจะได้ว่า งานของแรงท่ีชายคนน้ีกระทำต่อวัตถุคือ

W = F cos θd = (50 N)(cos 30.0◦)(3.0 m)

W = 130 J

นอกจากน้ีจะเห็นว่าสิ่งหน่ึงท่ีเราได้เรียนรู้จากโจทย์ปัญหาน้ีคือว่า แรงโน้มถ่วงของโลก m�g

และแรงท่ีพ้ืนดันวัตถุ �n ไม่ทำให้เกิดงาน หรืองานมีค่าเป็นศูนย์ เน่ืองจากว่า มีทิศตั้งฉาก
กับการเคลื่อนท่ี

�
30◦

50 N

m�g

�n

รูปท่ี 4.2: แรงขนาด 50 นิวตันกระทำกับวัตถุในทิศทำมุม 30 องศากับแนวราบ

ตัวอย่างท่ี 2 อนุภาคก้อนหน่ึงกำลังเคลื่อนท่ีอยู่ในระนาบ xy โดยมีเวกเตอร์ของการกระจัด
เป็น �d = 2.0̂i + 3.0ĵ ซึ่งอยู่ภายใต้แรงกระทำ �F = 5.0̂i + 2.0ĵ จงคำนวณ
(ก) ขนาดของการกระจัดและขนาดของแรง
(ข) งานท่ีทำโดยแรงน้ี
(ค) มุมระหว่างเวกเตอร์ �F กับ �d

วิธีทำ
(ก) ขนาดของการกระจัดและแรงคือ

d =
√

x2 + y2 =
√

(2.0)2 + (3.0)2 = 3.6 m

F =
√

F 2
x + F 2

y =
√

(5.0)2 + (2.0)2 = 5.4 N
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(ข) โดยใช้นิยามของงาน W = �F · �d ทำให้ได้

W = (5.0̂i + 2.0ĵ) · (2.0̂i + 3.0ĵ)

= (5.0̂i)(2.0̂i) + (5.0̂i)(3.0ĵ) + (2.0ĵ)(2.0̂i) + (2.0ĵ)(3.0ĵ)

= 10 + 0 + 0 + 6 = 16 J

(ค) มุมระหว่างเวกเตอร์ท้ังสองหาได้จากนิยามการของการคูณแบบสเกลาร์ของสองเวกเตอร์
น่ันคือ

�F · �d = Fd cos θ

cos θ =
�F · �d

Fd
=

16

(5.4)(3.6)
= 0.82

θ = cos−1(0.82) = 34.9◦

4.2 งานที่ทำโดยแรงไม่คงที่

ในการหางานของแรงท่ีมีค่าไม่คงท่ีเราจะเริ่มจากการพิจารณาในช่วงเวลาสั้นๆ หมายความ
ว่าในช่วงเวลาการเปลี่ยนแปลงการกระจัดเล็กๆ ถือว่าแรงท่ีกระทำต่อวัตถุมีค่าเปลี่ยนแปลง
น้อยมากจนถือได้ว่ามีค่าคงท่ี ลองพิจารณาในรูป 4.3(a) ซึ่งแสดงการเปลี่ยนแปลงของแรง
กับระยะทางในแนวแกน x การหางานในช่วง xi ถึง xf ทำได้โดยการแบ่งช่วงดังกล่าวออก
เป็นส่วนเล็กๆขนาดเท่ากัน Δx ดังน้ันงานของแรงท่ีเกิดข้ึนในช่วงเล็กๆ น้ีเท่ากับพ้ืนท่ีใต้
กราฟน่ันคือ ΔW = FxΔx เม่ือทำการรวมงานของแต่ละช่วงท้ังหมดเราจะได้งานของแรงที่
กระทำต่อวัตถุในช่วง xi ถึง xf เป็นดังน้ี

W ≈
xf∑
xi

FxΔx (4.2)

ในกรณีท่ีแรงมีการเปลี่ยนค่าอย่างต่อเน่ือง เราอาจจะพิจารณาในรูป 4.3(b) ได้ว่างานท่ีได้ใน
ช่วงระยะทางจาก xi ถึง xf ก็คือการอินทิเกรตพ้ืนท่ีใต้กราฟดังกล่าวน้ันคือ

W = lim
Δx→0

xf∑
xi

FxΔx =

∫ xf

xi

Fxdx (4.3)
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x

Fx

xi xf

Δx

Area = ΔA = FxΔx

(a)

Work

Fx

xxi xf

(b)

รูปท่ี 4.3: แสดงวิธีการคำนวณหางานของแรงที่ไม่คงท่ี (a) ทำการแบ่งพ้ืนท่ีใต้กราฟออก
เป็นส่วนเล็กๆ และ(b) งานของแรงที่เปลี่ยนแปลงอย่างต่อเน่ือง

4.2.1 งานท่ีทำโดยแรงดึงกลับของสปริง

แรงดึงกลับของสปริงเป็นตัวอย่างหน่ึงของแรงท่ีไม่คงท่ีและเป็นไปตามกฎของฮุกค์ (Hooke’s
law) ซึ่งมีขนาดเป็น

Fs = −kx (4.4)

เม่ือ k คือ ค่าคงท่ีของสปริง มีหน่วยเป็น N/m ซึ่งเป็นค่าท่ีวัดความยืดหยุ่นของสปริง
เครื่องหมายลบที่ปรากฏในสมการ ?? แสดงให้เห็นว่า ทิศของแรงท่ีกระทำต่อวัตถุโดยสปริง
จะมีทิศตรงข้ามกับการกระจัด ซึ่งจะดึงวัตถุเข้าสู่จุดสมดุลเสมอคือท่ี x = 0 ดังรูป 4.4
สมมุติวัตถุถูกผลักออกไปทางซ้ายเป็นระยะ xmax จากตำแหน่งสมดุลและหลังจากนน้ันปล่อย
ให้เคลื่อนท่ีภายใต้แรงดึงกลับของสปริง งานท่ีทำโดยสปริง (Ws) เน่ืองจากวัตถุเคลื่อนท่ีจาก
xi = −xmax ถึง xf = 0 คือ

Ws =

∫ xf

xi

Fsdx =

∫ 0

−xmax

(−kx)dx =
1

2
kx2

max (4.5)

ในทำนองเดียวกันงานท่ีทำโดยสปริงเน่ืองจากวัตถุเคลื่อนจาก xi = 0 ถึง xf = xmax จะ
ได้Ws = −1

2
kx2

max ดังน้ันงานสุทธิของแรงดึงกลับของสปริงในการเคลื่อนวัตถุจากตำแหน่ง
xi = −xmax ถึง xf = xmax มีค่าเป็นศูนย์ ในรูป 4.4(d) แสดงกราฟระหว่างแรง Fs กับ
x งานท่ีคำนวณได้จากสมการ 4.5 คือพ้ืนใต้กราฟส่วนท่ีแรเงาน่ันเอง ในกรณีท่ัวไปท่ีวัตถุมี
การกระจัดจาก x = xi ถึง x = xf เราจะได้งานที่ทำโดยแรงสปริงเป็นดังน้ี

Ws =

∫ xf

xi

(−kx)dx =
1

2
kx2

i −
1

2
kx2

f (4.6)
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(a)

(b)

(c)

(d)

�Fs

�Fs

Fs = 0, x = 0

x

�x

x

x

�x

x = 0

�Fs

x

kxmax

xmax

Area= 1
2
kx2

max

Fs = −kx

รูปท่ี 4.4: แรงดึงกลับของสปริง (a) วัตถุกระจัดไปทาง +x (b) วัตถุอยู่ท่ีตำแหน่งสมดุล
x = 0 (c) วัตถุกระจัดไปทาง −x และ (d) กราฟแสดงความสัมพันธ์ระหว่างแรง Fx กับ x

4.3 พลังงานจลน์และทฤษฎีงาน-พลังงานจลน์

เม่ือวัตถุเคลื่อนท่ีไปภายใต้แรงลัพธ์ท่ีกระทำต่อวัตถุน้ัน งานท่ีเกิดจากแรงลัพธ์น้ีจะสัมพันธ์
กับการเปลี่ยนแปลงพลังงานจลน์ ในรูปท่ี 4.5 แสดงการเคลื่อนท่ีของวัตถุมวล m ภายใต้
การกระทำของแรงลัพธ์

∑
�F ขนาดคงท่ี ทำให้วัตถุเคลื่อนท่ีด้วยความเร่ง �a จากนิยามของ

งานและจากกฎการเคลื่อนท่ีข้อท่ี 2 ของนิวตันทำให้เราได้

∑
W =

(∑
F
)

d = (ma)d

d =
1

2
(vi + vf )t และ a =

vf − vi

t∑
W = m

(
vf − vi

t

)
1

2
(vi + vf)t

∑
W =

1

2
mv2

f − 1

2
mv2

i
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m

∑ �F

�d

�vi �vf

รูปท่ี 4.5: แรงลัพธ์กระทำต่อวัตถุให้เคลื่อนท่ีไปในแนวระดับด้วยความเร่ง

ปริมาณ 1
2
mv2 คือ พลังงานท่ีเกี่ยวข้องกับการเคลื่อนท่ีของวัตถุ เรียกว่า "พลังงานจลน์

(Kinetic energy, K)" น่ันคือ
K =

1

2
mv2 (4.7)

ดังน้ันเราจะเห็นว่างานท่ีเกิดข้ึนเน่ืองจากมีแรงลัพธ์มากระทำต่อวัตถุน้ันจะเท่ากับขนาดการ
เปลี่ยนแปลงพลังงานจลน์ซึ่งเรียกว่า ทฤษฎีงาน-พลังงานจลน์ (Work-kinetic energy the-
orem) ∑

W = Kf − Ki = ΔK (4.8)

สิ่งท่ีต้องคำนึงเม่ือใช้ทฤษฎีน้ีคือว่าจะต้องรวมแรงทุกแรงท่ีกระทำต่อวัตถุน้ัน และงานสุทธิท่ี
ได้มีค่าเป็นบวกเม่ืออัตราเร็วเพ่ิมข้ึนและงานเป็นลบเม่ืออัตราเร็วลดลง

4.4 งานเน่ืองจากแรงเสียดทาน

พิจารณาสถานะการณ์ท่ีวัตถุไถลบนพ้ืนในแนวระดับซึ่งมีความเสียดทาน แรงเสียดทานท่ี
พ้ืนผิวทำให้มีการสูญเสียพลังงานจลน์และการเปลี่ยนแปลงพลังงานจลน์ดังกล่าวก็คืองาน
ท่ีเกิดข้ึนของแรงเสียดทานจลน์น่ันเอง

ΔK = −fkd (4.9)

เม่ือมีแรงเสียดทานและแรงอื่นๆกระทำกับวัตถุ โดยทฤษฎีงาน-พลังงานจลน์ทำให้เราสามารถ
เขียนสมการในอีกรูปแบบได้ดังน้ี

Ki +
∑

Wother − fkd = Kf (4.10)

โดยท่ี
∑

Wother คือ งานเน่ืองจากแรงอื่นๆท่ีไม่ใช่งานของแรงเสียดทาน
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ตัวอย่างท่ี 3 วัตถุมวล 6 กิโลกรัม วางน่ิงอยู่บนพ้ืนราบถูกผลักให้เคลื่อนท่ีออกไปในแนวระดับ
ด้วยแรงขนาด 12 นิวตัน จงหาความเร็วของวัตถุน้ีหลังจากเคลื่อนท่ีไปได้ระยะ 3 เมตร
(ก) เม่ือพ้ืนไม่มีความเสียดทาน
(ข) เม่ือพ้ืนมีความเสียดทานโดยท่ีสัมประสิทธิ์ความเสียดทานจลน์ คือ 0.15

วิธีทำ
(ก) จากรูป 4.6(ก) โดยใช้สมการ 4.8 จะได้ว่า แรง �F เท่าน้ันท่ีทำให้เกิดงาน

W = Fd = (12 N)(3 m) = 36 J

W = Kf − Ki =
1

2
v2

f − 0

v2
f =

2W

m
=

2(36)

6
= 12 m2/s2

vf = 3.5 m/s

(ข) เม่ือพ้ืนมีความเสียดทานเราจะต้องหาพลังงานจลน์ท่ีสูญหายไปเน่ืองจากแรงเสียดทาน
(ΔKfriction) และขนาดของแรงเสียดทานคือ

fk = μkn = μkmg = (0.15)(6.0 kg)(9.8 m/s2)

fk = 8.82 N

พลังงานจลน์ท่ีเปลี่ยนไปเน่ืองจากแรงเสียดทาน คือ

ΔKfriction = −fkd = −(8.82 N)(3.0 m) = −26.5 J

ดังน้ันอัตราเร็วสุดท้ายของวัตถุคำนวณหาได้โดยใช้สมการ 4.10 คือ

1

2
mv2

i +
∑

Wother − fkd =
1

2
mv2

f

0 + 36 J− 26.5 J =
1

2
mv2

f

v2
f = 2(9.5 J)/(6.0 kg) = 3.18 m2/s2

vf = 1.8 m/s

ตัวอย่างท่ี 4 กล่องลูกบาศก์มวล 1.6 กิโลกรัมยึดติดกับสปริงในแนวราบซึ่งสปริงมีค่าคงท่ี
ของสปริงเท่ากับ 1.0 × 103 N/m สปริงถูกอัดเป็นระยะ 2.0 เซนติเมตร จากน้ันปล่อยให้
เคลื่อนท่ี
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� �

m�g
d

�vf

�F

�n

(a)

� �

�vf

�F

�n

�fk

m�g
d

(b)

รูปท่ี 4.6: วัตถุถูกผลักให้เคลื่อนท่ีในระนาบบนพื้น (a) ไม่มีความเสียดทานท่ีพ้ืน และ (b)
มีความเสียดทานท่ีพ้ืน

(ก) จงคำนวณอัตราเร็วของกล่องไม้ขณะท่ีผ่านจุดสมดุล (x = 0) ถ้าพ้ืนไม่มีความเสียด
ทาน
(ข) จงคำนวณอัตราเร็วของกล่องไม้ขณะท่ีผ่านจุดสมดุล (x = 0) ถ้าพ้ืนมีแรงเสียดทาน
ขนาด 4.0 N

วิธีทำ
(ก) ในสถานะการณ์น้ี จุดเริ่มต้นกล่องหยุดน่ิง vi = 0 ท่ีตำแหน่ง xi = −2.0 cm และเรา
ต้องการหาค่า vf ท่ีตำแหน่ง xf = 0 โดยใช้สมการ 4.5 เราได้งานของแรงดึงกลับสปริงท่ี
ตำแหน่ง xmax = xi = −2.0 คือ

Ws =
1

2
kx2

max =
1

2
(1.0 × 103 N/m)(−2.0 × 10−2 m)2

Ws = 0.20 J
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และใช้ทฤษฎีงาน-พลังงานจลน์จะได้ว่า

Ws =
1

2
mv2

f − 1

2
mv2

i

0.20 J =
1

2
(1.6 kg)v2

f − 0

v2
f =

0.40 J
1.6 kg

= 0.25 m2/s2

vf = 0.50 m/s

(ข) เม่ือมีแรงเสียดทาน พลังงานจลน์ท่ีสูญหายไปเท่ากับงานของเรียดทาน น่ันคือ

ΔK = −fkd = −(4.0 N)(2.0 × 10−2 m) = −0.080 J

จากข้อ (ก) พลังงานจลน์สุดท้ายขณะท่ีไม่มีความเสียดทาน 0.20 J ดังน้ัน พลังงานจลน์
สุดท้ายเม่ือมีความเสียดทานคือ

Kf = 0.20 J− 0.080 J = 0.12 J =
1

2
mv2

f

1

2
(1.6 kg)v2

f = 0.12 J

v2
f =

0.24

1.6
= 0.15 m2/s2

vf = 0.39 m/s

4.5 กำลัง

กำลัง (Power) เป็นปริมาณท่ีวัดอัตราส่วนของงานที่ทำต่อเวลา ถ้างานท่ีทำโดยแรงภายนอก
W ในช่วงเวลา Δt จะได้ กำลังเฉลี่ย (Average power) มีนิยามเป็น

P̄ ≡ W

Δt
(4.11)

งานที่ทำต่อวัตถุน้ันมีส่วนทำให้พลังงานของวัตถุเพ่ิมข้ึน ดังน้ันเราอาจจะกล่าวได้ว่า กำลัง ก็
คือ อัตราการเคลื่อนย้ายพลังงานและเม่ือพิจารณางานท่ีเกิดข้ึนในช่วงเวลาสั้นๆ กำลังท่ีได้น้ี
เรียกว่า กำลังขณะใดขณะหน่ึง (Instantaneous power) ซึ่งมีนิยามดังน้ี

P ≡ lim
Δt→0

W

Δt
=

dW

dt
(4.12)

เม่ือ dW คือปริมาณท่ีเพ่ิมข้ันในช่วงเวลา dt เน่ืองจากแรงภายนอก �F กระทำกับวัตถุให้
เคลื่อนท่ีไปได้ระยะการกระจัดเป็น d�s เน่ืองจาก dW = �F · d�s ดังน้ัน

P =
dW

dt
= �F · d�s

dt
= �F · �v (4.13)
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เม่ือ �v = d�s/dt คือ ความเร็วของวัตถุ กำลังมีหน่วยเป็น จูลต่อวินาที (J/s) หรือ วัตต์ (W)

ตัวอย่างท่ี 5 ลิฟต์มวล 1000 กิโลกรัม บรรทุกผู้โดยสารซึ่งมีมวลท้ังหมด 800 กิโลกรัม ถ้า
แรงต้านในการเคลื่อนท่ีข้ึนไปมีค่าคงท่ีเท่ากับ 4000 นิวตัน ดังรูป 4.7 จงคำนวณ
(ก) กำลังท่ีน้อยท่ีสุดท่ีมอเตอร์จำเป็นต้องใช้ในการดึงลิฟต์ให้เคล่ือนท่ีข้ึนด้วยอัตราเร็วคงท่ี
3 เมตร/วินาที
(ข) กำลังท่ีมอเตอร์ใช้ในการดึงลิฟต์ให้เคลื่อนท่ีข้ึนด้วยความเร่งเป็น 1 เมตร/วินาที2 ขณะท่ี
ลิฟต์มีความเร็ว v เมตร/วินาที

� �

� �

Motor

�T

M�g

�f

รูปท่ี 4.7: ลิฟต์บรรทุกผู้โดยสารกำลังเคลื่อนท่ีข้ึน

วิธีทำ
(ก) โดยการเขียนแผนภาพอิสระของแรงท่ีกระทำต่อลิฟต์ จะได้ว่า เม่ือวัตถุเคลื่อนท่ีด้วย
อัตราเร็วคงท่ีจากกฎการเคลื่อนท่ีข้อท่ี 1 ของนิวตัน จะได้ดังน้ี

∑
Fy = T − f − Mg = 0

T = Mg + f = (1000 + 800)(9.8) + 4000

T = 2.16 × 104 N

ดังน้ัน กำลังท่ีมอเตอร์จำเป็นต้องใช้เพ่ือดึงลิฟต์ให้เคลื่อนท่ีข้ึนด้วยอัตราเร็วคงท่ีคือ

P = �T .�v = Tv = (2.16 × 104)(3.0)

P = 6.48 × 104 W
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(ข) เม่ือลิฟต์เคลื่อนท่ีข้ึนด้วยความเร่ง จากกฎการเคลื่อนท่ีข้อท่ี 2 ของนิวตัน จะได้

∑
Fy = T − f − Mg = Ma

T = M(a + g) + f = (1.80 × 103)(1.0 + 9.8) + 4.0 × 103

T = 2.34 × 104 N

ดังน้ัน กำลังท่ีมอเตอร์จำเป็นต้องใช้เพ่ือดึงลิฟต์ให้เคล่ือนท่ีข้ึนเม่ือลิฟต์มีความเร็วเป็น v

คือ

P = �T .�v = Tv = (2.34 × 104)v

yi

yf

mg

�d

�g

î
ĵ

x

y

รูปท่ี 4.8: การตกอย่างอิสระของวัตถุในแนวดิ่งภายใต้แรงโน้มถ่วงของโลก

4.6 พลังงานศักย์

พลังงานศักย์ (potential energy, U) คือ พลังงานที่เกี่ยวข้องกับระบบ (system) ของวัตถุ ซึ่ง
ระบบในท่ีน้ี อาจจะประกอบด้วยวัตถุสองวัตถุหรือมากกว่าน้ีมีแรงกระทำต่อกันและกัน และ
เม่ือวัตถุในระบบมีการเปลี่ยนแปลง พลังงานศักย์ของระบบก็จะเปลี่ยนแปลงด้วยเช่นกัน
พลังงานศักย์อาจจะกล่าวได้ว่าเป็นพลังงานท่ีมีอยู่ในระบบซึ่งเกี่ยวข้องกับตำแหน่งของวัตถุ
เป็นหลัก เช่น พลังงานศักย์โน้มถ่วง พลังงานศักย์ยืดหยุ่น เป็นต้น
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4.6.1 พลังงานศักย์โน้มถ่วง

พลังงานศักย์โน้มถ่วง (gravitational potential energy, Ug) คือ พลังงานศักย์ท่ีเกิดจากแรง
ดึงดูดของโลกกระทำต่อวัตถุท่ีระยะความสูงใดๆ y เทียบกับพ้ืนโลก ซึ่งมีนิยามดังน้ี

Ug = mgy (4.14)

พิจารณาการเคลื่อนท่ีในแนวดิ่งของวัตถุมวล m ภายใต้แรงโน้มถ่วงของโลก ดังแสดงในรูป
4.8 เริ่มต้นวัตถุอยู่ท่ีตำแหน่ง yi และเม่ือเวลาผ่านไปวัตถุตกลงมาอยู่ท่ีตำแหน่ง yf ถ้า
กำหนดให้เวกเตอร์หน่ึงหน่วยในแนวแกน x และแกน y คือ î และ ĵ จะได้การกระจัดของ
วัตถุคือ �d ดังน้ันงานที่ทำต่อวัตถุภายใต้แรงดึงดูดของโลกจึงมีค่าเป็น

Wg = (m�g) · �d = (−mgĵ) · (yf − yi)ĵ = mgyi − mgyf

Wg = Ui − Uf = −(Uf − Ui) = −ΔUg (4.15)

จากผลลัพธ์ท่ีได้น้ีเราจะเห็นว่างานท่ีทำต่อวัตถุใดๆโดยแรงโน้มถ่วงของโลกมีค่าเท่ากับค่า
ลบของการเปลี่ยนพลังงานศักย์โน้มถ่วงของระบบ และนอกจากน้ียังพบว่า ผลต่างของพลังงาน
ศักย์ข้ึนอยู่กับตำแหน่งเริ่มต้นและตำแหน่งสุดท้ายเท่าน้ัน สิ่งน้ีช้ีให้เห็นว่าเราสามารถเลือก
จุดเริ่มต้นของระบบพิกัด ณ ตำแหน่งใดๆก็ได้ตามความสะดวกในการวิเคราะห์ปัญหาน้ันๆ

4.6.2 พลังงานศักย์ยืดหยุ่น

ในระบบท่ีแรงกระทำต่อวัตถุน้ันเป็นแรงดึงกลับ หมายความว่า แรงน้ีมีลักษณะดึงวัตถุเข้า
หาตำแหน่งสมดุลเสมอ เช่น แรงดึงกลับของสปริง Fs = −kx เราจะเห็นว่างานของแรงดึง
กลับน้ีมีค่าเป็น

Ws =
1

2
kx2

i −
1

2
kx2

f (4.16)

จากสมการ 4.16 จะเห็นว่า งานท่ีกระทำต่อวัตถุเน่ืองจากแรงดึงกลับน้ีจะข้ึนอยู่กับตำแหน่ง
เริ่มต้นกับตำแหน่งสุดท้าย ซึ่งก็เท่ากับการเปลี่ยนค่าพลังงานศักย์ยึดหยุ่นของระบบน้ีโดยท่ี
เรานิยามพลังงานศักย์ยืดหยุ่น (elastic potential energy, Us) คือ

Us ≡ 1

2
kx2 (4.17)

4.7 การอนุรักษ์ของพลังงานเชิงกล

วัตถุอันหน่ึงขณะท่ีอยู่ท่ีระดับความสูง h จากพ้ืนโลกจะมีพลังงานศักย์โน้มถ่วงเท่ากับ mgh

และถ้าปล่อยให้วัตถุหล่นลงมาอย่างอิสระโดยไม่คิดแรงต้านอากาศ ขณะท่ีวัตถุตกลงมาอัตรา
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เร็วและพลังงานจลน์ของวัตถุจะเพ่ิมข้ึน หรืออาจจะกล่าวอีกนัยหน่ึงได้ว่า พลังงานศักย์ของ
ระบบท่ีลดลงจะเปลี่ยนเป็นพลังงานจลน์ น่ันคือ ผลรวมของพลังงานศักย์กับพลังงานจลน์
ณ ตำแหน่งใดๆมีค่าคงท่ีซึ่งข้อสรุปน้ีเราเรียกว่า หลักการของการอนุรักษ์พลังงานเชิงกล ซึ่ง
เขียนเป็นสมการได้ดังน้ี

E = K + U

Ei = Ef (4.18)

Ki + Ui = Kf + Uf (4.19)

4.8 งานที่ทำโดยแรงที่ไม่อนุรักษ์

เราเริ่มด้วยนิยามเกี่ยวกับแรงอนุรักษ์ (conservative forces) และแรงไม่อนุรักษ์ (noncon-
servative forces) ก่อนว่าสองคำน้ีมีความหมายอย่างไร
แรงอนุรักษ์ คือ แรงท่ีทำให้งานสุทธิของระบบในการเคลื่อนท่ีครบรอบ (ตำแหน่งเริ่มต้นและ
ตำแหน่งสุดท้ายคือตำแหน่งเดียวกัน) มีค่าเท่ากับศูนย์ เช่น แรงโน้มถ่วงของโลก แรงดึง
กลับของสปริง
แรงไม่อนุรักษ์ คือ แรงท่ีทำให้งานสุทธิของระบบในการเคลื่อนท่ีครบรอบมีค่าไม่เท่ากับศูนย์
เน่ืองจากระหว่างการเคลื่อนท่ีมีการสูญเสียพลังงานไปในรูปอื่นๆ เช่น แรงเสียดทาน
พิจารณากรณีท่ีวัตถุถูกแรงจากภายนอกกระทำ เช่น ยกวัตถุวัตถุข้ึนในแนวดิ่งด้วยแรง Fapp

เราจะเห็นว่า งานสุทธิท่ีได้คือผลรวมของงานจากแรงภายนอกWapp กับงานของแรงโน้มถ่วง
Wg และงานสุทธิท่ีได้จะเกี่ยวข้องกับการเปลี่ยนพลังงานจลน์ ΔK ตามทฤษฎีงาน-พลังงาน
จลน์ดังน้ี

Wapp + Wg = ΔK

แต่เน่ืองจากงานของแรงโน้มถ่วงมีค่าเท่ากับค่าลบของการเปลี่ยนพลังงานศักย์Wg = −ΔU

ดังน้ันทำให้เราได้
Wapp = ΔK + ΔU (4.20)

อีกตัวอย่างหน่ึงของแรงไม่อนุรักษ์ คือแรงเสียดทาน เม่ือวัตถุเคลื่อนท่ีภายใต้แรงเสียดทาน
พลังงานจลน์ของวัตถุมีค่าลดลงเน่ืองจากการสูญเสียพลังงานไประหว่างการเคลื่อนท่ี การ
เปลี่ยนแปลงพลังงานจลน์ในสถานะการณ์น้ีมีค่าเป็น

ΔKfriction = −fkd (4.21)
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ในกรณีท่ีวัตถุเคลื่อนท่ีตามพ้ืนเอียงท่ีมีความเสียดทาน พลังงานเชิงกลของระบบจะเปลี่ยนแปลง
ดังน้ี

ΔE = ΔK + ΔU = −fkd (4.22)

เม่ือ Ei + ΔE = Ef จะเห็นว่าในกรณีดังกล่าว พลังงานเชิงกลของระบบไม่คงท่ี เน่ืองจาก
มีแรงไม่อนุรักษ์มากระทำต่อวัตถุน่ันเอง

ตัวอย่างท่ี 6 วัตถุมวล m1 และมวล m2 ผูกติดกันด้วยเชือกเบาและคล้องผ่านรอกท่ีไม่
มีความฝืดวัตถุมวล m1 ยึดติดกับสปริงและวางอยู่บนพ้ืนราบ ดังรูป 4.9 เริ่มต้นระบบ
ถูกปล่อยจากตำแหน่งหยุดน่ิงและเม่ือวัตถุ m2 เริ่มเคลื่อนท่ีลงเป็นระยะ h ทำให้สปริงยืด
ออกจนกระท่ังระบบกับมาอยู่ในสภาวะหยุดน่ิงอีกครั้งจงหาสัมประสิทธิ์ความเสียดทานจลน์
ระหว่างผิววัตถุ m1 กับพ้ืนราบน้ี

�

k

m1

m2

h

รูปท่ี 4.9: แสดงระบบการเคลื่อนท่ีของวัตถุมวล m1 และ m2

วิธีทำ การเปลี่ยนแปลงพลังงานจลน์ ΔK = Kf − Ki = 0 ส่วนการเปลี่ยนแปลงพลังงาน
ศักย์ประกอบด้วย การเปลี่ยนพลังงานศักย์โน้มถ่วง และ การเปลี่ยนพลังงานศักย์ยืดหยุ่น
ของสปริง น่ันคือ

ΔU = ΔUg + ΔUs

ΔUg = Ug,f − Ug,i = 0 − m2gh

ΔUs = us,f − Us,i =
1

2
kh2 − 0



4.8 งานท่ีทำโดยแรงท่ีไม่อนุรักษ์ 79

เน่ืองจากมวล m1 มีแรงเสียดทานกระทำซึ่งเป็นแรงไม่อนุรักษ์ ทำให้ว่า การเปลี่ยนแปลง
พลังงานเชิงกลมีค่าเท่ากับงานท่ีทำโดยแรงเสียดทาน ดังน้ี

ΔE = −fkh = −μkm1gh

ΔE = ΔK + ΔU = −m2gh +
1

2
kh2 = −μkm1gh

μk =
m2g − 1

2
kh

m1g
ตอบ

ตัวอย่างท่ี 7 ลูกบอลมวล m ถูกปล่อยจากระดับความสูง h จากพ้ืนดิน ถ้าไม่คิดแรงต้าน
ของอากาศจงคำนวณหาความเร็วของลูกบอลเม่ือตกลงมาอยู่ท่ีระดับความสูง y จากพ้ืนดิน
ดังรูป 4.10

h

y

y = 0
Ug = 0

yf

รูปท่ี 4.10: วัตถุทรงกลมถูกปล่อยให้เคลื่อนในแนวดิ่ง

วิธีทำ โดยอาศัยหลักการอนุรักษ์พลังงานเชิงกล จะได้ว่าพลังงานรวมตอนเริ่มต้น Ei ต้อง
เท่ากับพลังงานรวมตอนสุดท้าย Ef น่ันคือ

Ei = Ef

Ki + Ui = Kf + Uf

0 + mgh =
1

2
mv2

f + mgy

v2
f = 2g(h − y)

vf =
√

2g(h − y) ตอบ
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ตัวอย่างท่ี 8 ลูกตุ้มนาฬิกามวล m ผูกด้วยเชือกยาว L ถูกปล่อยจากตำแหน่ง A โดยท่ีเส้น
เชือกทำมุมกับแนวดิ่งเป็นมุม θA ดังรูป 4.11 ถ้าไม่คิดความเสียดทานท่ีจุด P จงคำนวณหา
ค่าความเร็วของลูกตุ้มนาฬิกาและแรงตึงในเส้นเชือกท่ีตำแหน่งต่ำสุด (จุด B)

�
P

�T

m�g

A

B

C

θA
L

รูปท่ี 4.11: การแกว่งของลูกตุ้มนาฬิกา

วิธีทำ เลือกจุด P เป็นตำแหน่งอ้างอิง ทำให้ได้yA = −L cos θA และ yB = −L ดังน้ัน
พลังงานศักย์ท่ีจุด A และจุด B จึงมีค่าเป็นดังน้ี

UA = −mgyA = −mgL cos θA

UB = −mgyB = −mgL

จากหลักการอนุรักษ์พลังงานเชิงกล ทำให้ได้

KA + UA = KB + UB

0 − mgL cos θA =
1

2
mv2

B − mgL

vB =
√

2gL(1 − cos θA) ตอบ

พิจารณาท่ีตำแหน่ง B เพ่ือหาแรงตึงในเส้นเชือก โดยใช้กฎการเคลื่อนท่ีข้อท่ี 2 ของนิวตัน
จะได้

∑
Fr = TB − mg = mar = m

v2

r

TB − mg = m
v2

B

L

TB = mg(3 − 2 cos θA) ตอบ
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ตัวอย่างท่ี 9 กล่องสี่เหลี่ยมมวล 3 กิโลกรัม ไถลลงมาตามไม้กระดานท่ีปลายด้านหน่ึงวางท่ี
ท้ายรถยนต์และปลายอีกด้านวางท่ีพ้ืนราบดังรูป 4.12 ไม้กระดานมีความยาว 1 เมตร และ
เอียงทำมุม30◦ กับพ้ืนราบ ถ้าแรงเสียดทานระหว่างวัตถุกับไม้กระดานมีค่าคงท่ี 5 นิวตัน จง
หาอัตราเร็วของกล่องใบน้ีท่ีตำแหน่งล่างสุด

��

�

d = 1.00 m �vf

vi = 0

0.5 m
30.0◦

รูปท่ี 4.12: กล่องไถลลงตามพ้ืนเอียงท่ีมีความเสียดทาน

วิธีทำ พลังงานเชิงกลท่ีตำแหน่งเริ่มต้นคือ

Ei = Ki + Ui = 0 + mgyi

Ei = (3)(9.8)(0.5) = 14.7 J

พลังงานเชิงกลท่ีตำแหน่งสุดท้าย

Ef = Kf + Uf =
1

2
mv2

f + 0

Ef =
1

2
mv2

f

เน่ืองจากมีแรงเสียดทานกระทำขณะเคล่ือนท่ีทำให้พลังงานเชิงกลไม่คงท่ี ดังน้ันผลต่างของ
พลังงานเชิงกลระหว่างสองตำแหน่งดังกล่าวจึงมีค่าเท่ากับงานท่ีเกิดจากแรงเสียดทานกระทำ
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น่ันคือ

ΔE = Ef − Ei = −fkd

1

2
mv2

f − mgyi = −fkd

1

2
mv2

f − 14.7 = −(5)(1)

1

2
mv2

f = 14.7 − 5 = 9.7

v2
f =

(2)(9.7)

3
= 6.47 m2/s2

vf = 2.54 m/s ตอบ

ตัวอย่างท่ี 10 เด็กชายมวล m = 20 kg ไถลตามรางโค้งซึ่งมีระดับความสูงจากพ้ืน 2 เมตร
ดังรูป 4.13 เด็กชายเริ่มต้นจากตำแหน่งบนสุดของรางและไถลลงมาจนถึงด้านล่างสุดของ
รางมีความเร็ว vf = 3.0 m/s จงคำนวณหาพลังงานที่สูญเสียไประหว่างการเคลื่อนท่ีน้ี

� � �

m�g

�n

2.0 m

รูปท่ี 4.13: เด็กชายไถลลงตามรางท่ีมีความเสียดทาน

วิธีทำ เน่ืองจากมีความเสียดทานเกิดข้ึนระหว่างการเคลื่อนท่ี พลังงานกลบางส่วนจะสูญเสีย
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ไปและมีขนาดเท่ากับงานของแรงเสียดทาน ดังน้ันพลังงานที่สูญเสียไปหาได้ดังน้ี

Ei + ΔE = Ef

ΔE = Ef − Ei = (Kf + Uf ) − (Ki + Ui)

ΔE = (
1

2
mv2

f + 0) − (0 + mgh)

ΔE =
1

2
(20)(3)2 − (20)(9.8)(2) = −302 J

ตอบ พลังงานที่สูญเสียระหว่างการเคลื่อนมีค่าเท่ากับ 302 จูล

4.9 แบบฝึกหัด

m

�F

R

θ

รูปท่ี 4.14: โจทย์ปัญหาข้อ 1

1. มวล m ถูกดึงข้ึนไปถึงด้านบนของวัตถุรูปครึ่งทรงกระบอกท่ีผิวไม่มีความเสียดทาน
รัศมีของทรงกระบอกคือ R ดังรูป 4.14 จงหา
(ก) ถ้ามวล m เคลื่อนท่ีด้วยอัตราเร็วคงท่ีแสดงให้เห็นว่า F = mg cos θ (Hint:
ถ้ามวลเคลื่อนท่ีด้วยอัตราเร็วคงท่ีองค์ประกอบความเร่งในแนวเส้นสัมผัสกับผิวทรง
กระบอกจะมีค่าเป็นศูนย์)
(ข) โดยทำการอินทิเกรตเพ่ือหางาน W =

∫
�F ·d�s ในการเคลื่อนมวล m จากตำแหน่ง

ด้านล่างข้ึนไปจนถึงตำแหน่งบนสุด

2. รถยนต์คันหน่ึงมวล 1200 กิโลกรัม กำลังเคลื่อนท่ีตามเนินเขาเอียง 30 องศา ขณะท่ี
รถมีอัตราเร็ว 10 เมตร/วินาทีคนขับรถก็เหยียบเบรกห้ามล้อ ถ้าจะให้รถหยุดเม่ือเคลื่อน
ไปได้ 100 เมตร จะต้องมีแรงคงตัว F (ขนานกับถนน) ขนาดเท่ากับเท่าไรกระทำกับ
รถ

3. วัตถุมวล m = 3.0 kg เริ่มต้นจากหยุดน่ิงและเคลื่อนท่ีลงมาตามพ้ืนเอียงท่ีไม่มีความ
เสียดทานได้ระยะ d ก่อนท่ีจะสัมผัสกับสปริงดังรูป 4.15 หลังจากน้ันวัตถุมวล m
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d

30◦

รูปท่ี 4.15: โจทย์ปัญหาข้อ 3

ก็เคลื่อนท่ีต่อไปได้ระยะอีกเป็น x ก่อนท่ีจะหยุดน่ิง สปริงมีค่าคงท่ีของแรงเป็นk =

400 N/m จงหาระยะ d เป็นเท่าไร

4. กล่องมวล 70 kg ถูกดึงจากจุดหยุดน่ิงให้เคลื่อนท่ีบนพ้ืนราบด้วยแรง 230 N หาก
ในช่วงระยะ 11 m แรกพื้นไม่มีความเสียดทานแต่อีก 10 m ถัดไปพ้ืนมีสัมประสิทธิ์
ความเสียดทานเท่ากับ 0.25 จงคำนวณหาอัตราเร็วของกล่องเม่ือเคลื่อนท่ีได้ระยะทาง
21 m

5. กล่องมวล 5 kg เคลื่อนท่ีด้วยความเร็ว v0 = 6 m/s บนพ้ืนราบท่ีไม่มีความเสียดทาน
และตรงเข้าชนสปริงท่ีมีค่าคงตัวk = 500 N/m หากกำหนดให้สปริงมีมวลน้อยมาก
จงหา

• ระยะท่ีสปริงถูกกดมากท่ีสุดและ

• หากสปริงถูกกดได้ไม่เกิน 0.20 m จงหาค่าความเร็ว v0 ท่ีมากท่ีสุด

�
A

R

h

รูปท่ี 4.16: โจทย์ปัญหาข้อ 4

6. ลูกปัดมวล m = 5 กรัม ไถลไปตามรางท่ีไม่มีความเสียดทานดังรูป 4.16 ถ้าลูกปัด
เริ่มปล่อยจากระดับความสูงจากพ้ืน h = 3.5R เม่ือ R คือรัศมีความโค้งของวงกลม
จงหาอัตราเร็วของลูกปัดท่ีตำแหน่ง A ซึ่งเป็นตำแหน่งบนสุดของวงกลมและแรงท่ี
รางกระทำต่อลูกปัด ณ ตำแหน่งดังกล่าวเป็นเท่าไร
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7. สปริงเบา 2 ตัวถูกนำมาแขวนต่อกันในแนวดิ่งโดยปลายล่างของสปริงตัวท่ี 1 ใช้
แขวนวัตถุมวล m กำหนดให้สปริงตัวท่ี 1 และตัวท่ี 2 มีค่าคงตัวของสปริงเท่ากับ
k1 และ k2 ตามลำดับ

• จงคำนวณระยะท้ังหมดท่ีสปริงท้ังสองยืดออก

• ค่าคงตัวยังผลของสปริงเม่ือพิจารณาสปริงท้ังสองเป็นระบบเดียวกัน

h

ymax

θ

m

รูปท่ี 4.17: โจทย์ปัญหาข้อ 5

8. กล่องไม้ไถลตามรางโค้งท่ีไม่มีความเสียดทานและเคล่ือนท่ีต่อไปตามพ้ืนเอียงดังรูป
4.17 ถ้าสัมประสิทธิ์ระหว่างกล่องไม้กับพ้ืนเอียงคือ μk ให้พิสูจน์ให้เห็นว่าความสูง
มากท่ีสุดท่ีกล่องไม้เคลื่อนท่ีไปได้ตามพ้ืนเอียงคือ ymax = h

1+μk cot θ

9. วัตถุสามอันมีมวล m1 = 5.0 kg , m2 = 10 kg และ m3 = 15 kg ผูกติดกันด้วย
เชือกและคล้องผ่านรอกท่ีไม่มีความเสียดทาน ดังรูป 4.18 ถ้าหากพ้ืนในระนาบไม่มี
ความเสียดทานและระบบถูกปล่อยจากหยุดน่ิง โดยใช้แนวคิดของพลังงานจงหาอัตรา
เร็วของวัตถุมวล m3 หลังจากท่ีวัตถุมวลดังกล่าวเคลื่อนท่ีลงได้ระยะ 4 เมตร

�

m1

m2

m3

รูปท่ี 4.18: สำหรับโจทย์ข้อท่ี 9
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10. อนุภาคมวล 200 กรัม ถูกปล่อยจากตำแหน่งอยู่น่ิง A บนด้านข้างด้านในของภาชนะ
ครึ่งทรงกลมรัศมี R = 30 cm ดังรูป 4.19 จงคำนวณหา (1) พลังงานศักย์โน้มถ่วง
ท่ีจุด A เทียบกับจุด B (2) พลังงานจลน์ท่ีจุด B (3) อัตราเร็วท่ีจุด B (4) พลังงาน
ศักยืท่ีจุด C เทียบกับจุด B (5) พลังงานจลน์ท่ีจุด C

R 2R/3

A

B

C

รูปท่ี 4.19: สำหรับโจทย์ข้อท่ี 10



บทท่ี 5

โมเมนตัมเชิงเส้นและการชน

5.1 โมเมนตัมเชิงเส้น

นิยามของโมเมนตัมเชิงเส้น (linear momentum, �p) ของวัตถุมวล m เคลื่อนท่ีด้วยความเร็ว
�v มีค่าเป็นดังน้ี

�p = m�v (5.1)

โมเมนตัมเชิงเส้นเป็นปริมาณเวกเตอร์ซึ่งมีองค์ประกอบตามแนวแกน x, y และ z ดังน้ีคือ

px = mvx py = mvy pz = mvz (5.2)

เม่ือวัตถุเคลื่อนท่ีโดยมีการเปลี่ยนแปลงความเร็วทำให้โมเมนตัมของวัตถุเปลี่ยนแปลงซึ่ง
เป็นผลมาจากการท่ีวัตถุมีแรงลัพธ์ท่ีไม่เป็นศูนย์มากระทำต่อวัตถุ (กฏการเคลื่อนท่ีข้อท่ี 2
ของนิวตัน) น่ันคือ ∑

�F =
d�p

dt
=

d(m�v)

dt
= m

�v

dt
= m�a (5.3)

จากสมการท่ี 5.3 จะเห็นว่า แรงมีค่าเท่ากับอัตราการเปลี่ยนแปลงโมเมนตัมเชิงเส้น

5.2 การคงตัวของโมเมนตัมเชิงเส้น

พิจารณาการชนของระบบ 2 อนุภาคดังรูปท่ี 5.1 เม่ือระบบไม่มีแรงภายนอกมากระทำใน
ระหว่างการเคลื่อนท่ีวัตถุมวล m1 และมวล m2 ต่างออกแรงดึงดูดต่อกันดังน้ันทำให้ได้แรง
ท่ีวัตถุมวล m2 กระทำต่อวัตถุมวล m1 คือ �F21 ในทำนองเดียวกันแรงท่ีมวล m1 กระทำต่อ
มวล m2 คือ �F12 น่ันคือจะได้ว่า
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m1

m2 �p2 = m2 �v2

�p1 = m1 �v1

รูปท่ี 5.1: การชนกันของระบบสองอนุภาค

�F21 =
d�p1

dt
และ �F12 =

d�p2

dt

จากกฏการเคลื่อนท่ีข้อท่ี 3 ของนิวตันแรงสองแรงน้ีเป็นแรงคู่กิร ิยา น่ันคือ

�F12 = − �F21

�F21 + �F12 = 0

d�p1

dt
+

d�p2

dt
=

d

dt
(�p1 + �p2) = 0

d�p

dt
= 0 (5.4)

เม่ือ �p = �p1 + �p2 คือ โมเมนตัมเชิงเส้นรวมของระบบ และจากสมการ 5.4 แสดงให้เห็นว่า
ผลรวมของโมเมนตัมเชิงเส้นของระบบมีค่าคงท่ีถ้าไม่มีแรงลัพธ์ภายนอกมากระทำต่อระบบ
น่ีคือหลักการคงตัวของโมเมนตัมเชิงเส้น (conservation of linear momentum) ซึ่งแสดงได้
ดังน้ี

�p1i + �p2i = �p1f + �p2f (5.5)

เม่ือ �p1i และ �p2i คือ โมเมนตัมเชิงเส้นตอนเริ่มต้นของวัตถุท้ังสอง และ �p1f และ �p2f คือ
โมเมนตัมเชิงเส้นตอนสุดท้าย สำหรับในกรณีท่ัวๆไปเราสามารถเขียนสรุปหลักการคงตัวของ
โมเมนตัมของระบบท่ีประกอบด้วยหลายๆอนุภาคได้โดยแยกตามองค์ประกอบในแต่ละแกน
ดังน้ีคือ∑

system

pix =
∑

system

pfx

∑
system

piy =
∑

system

pfy

∑
system

piz =
∑

system

pfz (5.6)
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5.3 การดลและโมเมนตัม

พิจารณาแรงหน่ึงแรงกระทำต่ออนุภาคในช่วงเวลาหน่ึงและแรงดังกล่าวอาจจะมีค่าเปลี่ยนแปลง
ตามเวลาจากกฏข้อท่ี 2 ของนิวตัน �F = d�p

dt
หรือ d�p = �Fdt เม่ือทำการอินทิเกรตสมการ

ดังกล่าวเราจะทราบการเปลี่ยนแปลงโมเมนตัมตลอดช่วงเวลาท่ีถูกแรงกระทำเรียกปริมาณ
น้ีว่า การดล (Impulse) ซึ่งก็คือ การเปลี่ยนแปลงโมเมนตัม

Δ�p = �pf − �pi =

∫ tf

ti

�Fdt (5.7)

จากสมการ 5.7 เน่ืองจากแรงไม่คงท่ี ดังน้ันเพื่อความสะดวกจึงนิยามแรงเฉลี่ยมีค่าเป็น

�̄F ≡ 1

Δt

∫ tf

ti

�Fdt (5.8)

ทำให้ได้ขนาดของการดลในเทอมของแรงเฉ่ียเป็นดังน้ี

I = F̄Δt (5.9)

ในสถานะการณ์ทางกายภาพหลายๆอย่างเราจะใช้การประมาณการดลท่ีซึ่งสมมติว่าแรงท่ีกระทำ
ต่อวัตถุน้ันกระทำในช่วงเวลาสั้นๆแต่ขนาดมากกว่าแรงอื่นท่ีมีอยู่ขณะน้ันมาก

ตัวอย่างท่ี 1 ในการทดสอบการชนของรถยนต์คันหน่ึง รถยนต์มีมวล 1500 kg พุ่งชนกำแพง
ด้วยความเร็วต้น 15 m/s หลังจากชนรถยนต์กระเด็นออกมาด้วยความปลาย 2.6 m/s ดังรูป
5.2 ถ้าช่วงเวลาของการชนครั้งน้ีคือ 0.15 วินาทีจงหาขนาดของการดลและแรงดลน้ี

Before After

-15.0 m/s 2.60 m/s

รูปท่ี 5.2: การทดสอบการชนของรถยนต์คันหน่ึง

วิธีทำ จากนิยามการดลของวัตถุในช่วงเวลาหน่ึงจะได้ว่า

I = Δp = pf − pi = mvf − mvi

= m(vf − vi) = 1500(2.6 − (−15)) = 2.64 × 104 kg.m/s
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และแรงดลมีค่าเท่ากับ

F̄ =
Δp

Δt
=

2.64 × 104

0.15
= 1.76 × 105 N

ตอบ ขนาดการดลและแรงดลมีค่าเท่ากับ 2.64× 104 kg.m/s และ 1.76× 105 N ตามลำดับ

5.4 การชนแบบยืดหยุ่น

การชนแบบยืดหยุ่น (Elastic collision) ของวัตถุสองวัตถุใดๆก็คือ การชนกันท่ีทำให้พลังงาน
จลน์ และโมเมนตัมรวมของระบบก่อนและหลังการชนกันมีค่าเท่ากัน จากรูป 5.3 สมมติ
อนุภาคท้ังสองพุ่งเข้าชนกันและเป็นการชนแบบยืดหยุ่นด้วยจากหลักการคงตัวของโมเมนตัม
และการคงตัวของพลังงานจลน์จะได้ว่า

m2m1

v1i v2i

m2m1

v1f v2f

Before collision After collision

รูปท่ี 5.3: การชนกันในแบบ 1 มิติของระบบสองอนุภาค

m1v1i + m2v2i = m1v1f + m2v2f (5.10)
1

2
m1v

2
1i +

1

2
m2v

2
2i =

1

2
m1v

2
1f +

1

2
m2v

2
2f (5.11)

ในการคำนวณใดยใช้สมการข้างต้นจำเป็นอย่างยิ่งท่ีจะต้องกำหนดเครื่องหมายให้กับความ
เร็วของวัตถุ โดยให้ความเร็วมีค่าเป็นบวกเม่ือเคลื่อนท่ีไปทางขวามือ (+x) และมีค่าเป็นลบ
เม่ือเคลื่อนท่ีไปทางซ้ายมือ (−x) และจากสองสมการน้ีทำให้เราสามารถเขียนแสดงความ
สัมพันธ์ระหว่างความเร็วต้นกับความเร็วปลายของวัตถุท้ังสองได้ดังน้ี

v1f =

(
m1 − m2

m1 + m2

)
v1i +

(
2m2

m1 + m2

)
v2i (5.12)

v2f =

(
2m1

m1 + m2

)
v1i +

(
m2 − m1

m1 + m2

)
v2i (5.13)
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5.5 การชนแบบไม่ยืดหยุ่น

การชนของวัตถุซึ่งทำให้พลังงานจลน์รวมของระบบก่อนชนและหลังชนมีค่าไม่เท่ากัน แต่
โมเมนตัมรวมยังคงท่ี เรียกว่าการชนแบบไม่ยืดหยุ่น (Inelastic collision) ในการเฉพาะท่ี
วัตถุชนกันแล้วมวลท้ังสองติดกันไปดังรูป 5.4 เราเรียกว่า การชนแบบไม่ยืดหยุ่นสมบูรณ์
(Perfectly inelastic collision) และผลจากการชนดังกล่าวทำให้เราหาค่าความเร็วหลังการ
ชนได้ดังน้ี

m2m1

v1i v2i

m1 + m2

vf

Before collision After collision

รูปท่ี 5.4: การชนกันในแบบ 1 มิติของระบบสองอนุภาคแบบไม่ยืดหยุ่นสมบูรณ์

p1i + p2i = pf

m1v1i + m2v2i = (m1 + m2)vf

vf =
m1v1i + m2v2i

m1 + m2
(5.14)

ตัวอย่างท่ี 2 ลูกปืนมวล m1 ถูกยิงออกไปในแนวระดับพุ่งเข้าชนกับแท่งไม้มวล m2 ท่ี
แขวนอยู่น่ิงในแนวดิ่งด้วยเชือกมวลเบา ลูกปืนฝังเข้าไปในเน้ือไม้และแกว่งข้ึนในไปท่ีระดับ
ความสูง h จากระดับเดิมดังรูป 5.5 จงหาความเร็วของลูกปืนก่อนชนกับแท่งไม้

m1
m2

m1 + m2
hv

รูปท่ี 5.5: สำหรับโจทย์ตัวอย่างท่ี 2
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วิธีทำ เน่ืองจากแท่งไม้อยู่น่ิงตอนเริ่มต้น v2i = 0 และลูกปืนมีความเร็วv1i = v หลังจากชน
มวลท้ังสองติดกันไปด้วยความเร็ว vf ดังน้ันจากหลักการคงตัวของโมเมนตัมจะได้ว่า

m1v1i + m2v2i = (m1 + m2)vf

m1v + 0 = (m1 + m2)vf

vf =
m1v

m1 + m2

หลังจากชนแล้วแท่งไม้แกว่งข้ึนไปท่ีระดับความสูง h จากระดับเดิม โดยใช้หลักการคงตัว
ของพลังเชิงกลจะได้ว่า

Ki + Ui = Kf + Uf

1

2
(m1 + m2)v

2
f + 0 = 0 + (m1 + m2)gh

1

2
v2

f =
1

2

m2
1v

2

(m1 + m2)2
= gh

v2 = 2
(m1 + m2)

2

m2
1

gh

v =
m1 + m2

m1

√
2gh

ตอบ ความเร็วของลูกปืนก่อนชนมีค่าเท่ากับ m1+m2

m1

√
2gh

ตัวอย่างท่ี 3 กล่องวัตถุมวล m1 = 1.6 kg เคลื่อนท่ีไปทางขวาด้วยความเร็ว 4 m/s บน
พ้ืนราบลื่นและพุ่งเข้าชนกับสปริงท่ียึดกับมวล m2 = 2.1 kg ซึ่งกำลังเคลื่อนท่ีไปทางซ้าย
ด้วยความเร็ว 2.5 m/s ดังรูป 5.6 ถ้าค่าคงท่ีของสปริง k = 600 N/m จงหา
(ก) ความเร็วของมวล m2 ขณะท่ีมวล m1 มีความเร็ว 3.0 m/s ไปทางขวาหลังจากการชน
(ข) ระยะท่ีสปริงถูกอัดขณะเกิดการชน

m1
m2

k
m1

m2

k

Before collision After collision

v1i v2i

v1f v2f

รูปท่ี 5.6: สำหรับโจทย์ตัวอย่างท่ี 3
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วิธีทำ (ก) โดยใช้หลักการคงตัวของโมเมนตัมจะได้ว่า

p1i + p2i = p1f + p2f

m1v1i + m2v2i = m1v1f + m2v2f

(1.6)(4.0) + (2.1)(−2.5) = (1.6)(3.0) + (2.1)v2f

v2f = −1.74 m/s

(ข) โดยใช้หลักการคงตัวของพลังงานเชิงกลจะได้ว่า

Ki + Ui = Kf + Uf

1

2
m1v

2
1i +

1

2
m2v

2
2i + 0 =

1

2
m1v

2
1f +

1

2
m2v

2
2f +

1

2
kx2

x = 0.173 m

ตอบ ความเร็วของวัตถุมวล m2 คือ 1.74 m/s เคลื่อนท่ีไปทาง −x และระยะท่ีสปริงถูกอัด
หลังการชนเท่ากับ 0.173 เมตร

5.6 การชนแบบ 2 มิติ

พิจารณาการชนของอนุภาคในระนาบ xy โดยท่ีเริ่มต้นอนุภาคมวล m2 หยุดน่ิง ขณะท่ีมวล
m1 เคลื่อนท่ีด้วยความเร็วพุ่งเข้าชนดังรูป 5.7 โดยใช้หลักการคงตัวของโมเมนตัมตามแกน
x และ y ทำให้ได้

�v1i
θ

φ

�v1f

�v2f

v1f cos θ

v1f sin θ

v2f cos φ

−v2f sin φ

Before collision After collision

รูปท่ี 5.7: การชนในแบบ 2 มิติของระบบ 2 อนุภาค
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m1v1ix + m2v2ix = m1v1fx + m2v2fx (5.15)

m1v1iy + m2v2iy = m1v1fy + m2v2fy (5.16)

m1v1i = m1v1f cos θ + m2v2f cos φ (5.17)

0 = m1v1f sin θ − m2v2f sin φ (5.18)

ถ้าหากการชนเป็นแบบยืดหยุ่นจะได้ว่า พลังงานจลน์ก่อนและหลังการชนจะมีค่าเท่ากันน่ัน
คือ

1

2
m1v

2
1i =

1

2
m1v

2
1f +

1

2
m2v

2
2f (5.19)

ตัวอย่างท่ี 4 นักกีฬาคนหน่ึงแทงลูกบิลเลียดให้เคลื่อนท่ีไปด้วยความเร็ว v1i ในทิศ +x พุ่ง
เข้าชนลูกบิลเลียดอีกลูกหน่ึงซึ่งหยุดน่ิง หลังจากการชนลูกบิลเลียดท้ังสองกระเด็นทำมุม
กับแนวแกน+x เป็นมุมดังแสดงในรูป 5.8 สมมติในการชนน้ีเป็นแบบยืดหยุ่น จงคำนวณ
หาค่ามุม θ

�v1i
�v2f

�v1f

x

y
35◦

θ

รูปท่ี 5.8: สำหรับโจทย์ตัวอย่างท่ี 4

วิธีทำ จากหลักการคงตัวของโมเมนตัม ทำให้ได้

m1�v1i = m1�v1f + m2�v2f

�v1i = �v1f + �v2f

และพลังงานจลน์ของระบบก่อนและหลังการชนคือ

1

2
m1v

2
1i =

1

2
m1v

2
1f +

1

2
m1v

2
2f

v2
1i = v2

1f + v2
2f
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เน่ืองจาก v2
1i = �v1i · �v1i = (�v1f + �v2f ) · (�v1f + �v2f ) = v2

1f + v2
2f + 2�v1f · �v2f เพราะว่ามุม

ระหว่างเวกเตอร์ �v1f กับ �v2f คือ θ + 35◦ ดังน้ันจะได้ว่า

�v1f · �v2f = v1fv2f cos(θ + 35)

v2
1i = v2

1f + v2
2f + 2v1fv2f cos(θ + 35)

จากสมการข้างต้นทำให้เราสามารถคำนวณหาค่ามุม θ ได้ดังน้ี

0 = 2v1fv2f cos(θ + 35)

0 = cos(θ + 35)

θ + 35 = 90

θ = 90 − 35 = 55◦

ตอบ ลูกบิลเลียดท้ังสองทำมุมกัน 55 องศา หลังจากการชน

5.7 จุดศูนย์กลางมวล

พิจารณาในกรณีระบบท่ีมี n อนุภาค การหาตำแหน่งของจุดศูนย์กลางมวลคำนวณได้จาก

xCM =
m1x1 + m2x2 + · · · + mnxn

m1 + m2 + · · ·+ mn
=

n∑
i=1

mixi

M
(5.20)

yCM =
m1y1 + m2y2 + · · ·+ mnyn

m1 + m2 + · · ·+ mn
=

n∑
i=1

miyi

M
(5.21)

zCM =
m1z1 + m2z2 + · · ·+ mnzn

m1 + m2 + · · · + mn

=

n∑
i=1

mizi

M
(5.22)

ในกรณีของระบบอนุภาคท่ีกระจายอย่างต่อเน่ืองดังรูป 5.9 จุดศูนย์กลางมวลจะคำนวณได้
จากการหาการอินติเกรตดังน้ี

xCM =

∫
xdm

M
(5.23)

yCM =

∫
ydm

M
(5.24)

zCM =

∫
zdm

M
(5.25)



96 โมเมนตัมเชิงเส้นและการชน

�

�ri

�rCM

CM

Δmi

x

z

y

รูปท่ี 5.9: การหาจุดศูนย์กลางมวลของระบบอนุภาคท่ีมีการกระจายอย่างต่อเน่ือง

เม่ือ �ri = xîi + yiĵ + zik̂ คือ เวกเตอร์บอกตำแหน่งของอนุภาค i ท่ีมีมวล Δmi และ
�rCM = xCM x̂ + yCM ĵ + zCM k̂ คือ เวกเตอร์บอกตำแหน่งของจุดศูนย์กลางมวล

ตัวอย่างท่ี 5 จากรูป 5.10 จงคำนวณหาจุดศูนย์กลางมวลของแท่งไม้ยาวสม่ำเสมอ L และ
มวล M

L

x

dx

x

y

O

dm = λdx

รูปท่ี 5.10: สำหรับโจทย์ตัวอย่างท่ี 5

วิธีทำ เน่ืองจากแท่งไม้วางตามแกน x ดังน้ัน yCM = 0 และ zCM = 0 ถ้ากำหนดให้ λ คือ
ความหนาแน่นมวลต่อความยาวจะได้ว่า λ = M

L
พิจารณาความยาวส่วนเล็กๆ dx ซึ่งมีมวล

dm = λdx จากนิยามของจุดศูนย์กลางมวล ทำให้ได้ว่า

xCM =
1

M

∫
xdm =

1

M

∫ L

0

λxdx

=
λ

M

x2

2

∣∣∣∣
L

0

=
λL2

2M

xCM =
L2

2M

(
M

L

)
=

L

2
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ตอบ จุดศูนย์กลางมวลของแท่งวัตถุคือ L
2

ตัวอย่างท่ี 6 จงคำนวณหาจุดศูนย์กลางมวลของวัตถุรูปสามเหลี่ยมมุมฉากท่ีมีมวล M ดัง
รูป 5.11

O x
a

b
c

x

y

y

dx

dm

รูปท่ี 5.11: สำหรับโจทย์ตัวอย่างท่ี 6

วิธีทำ เริ่มจากพิจารณาวัตถุส่วนเล็กๆ ซึ่งมีขนาดเป็น dx มวล dm โดยท่ี

dm =
M
1
2
ab

(ydx) =

(
2M

ab

)
ydx

ดังน้ันพิกัดตามแกน x ของจุดศูนย์กลางมวล คือ

xCM =
1

M

∫
xdm =

1

M

∫ a

0

x

(
2M

ab

)
ydx

=
2

ab

∫ a

0

xydx

เพ่ือทำการคำนวณหาค่าอินทิเกรตจำเป็นต้องแสดงค่า y ในเทอมของตัวแปร x โดยพิจารณา
จากความสัมพันธ์ของรูปสามเหลี่ยมคล้ายจะได้ว่า

y

x
=

b

a
=⇒ y =

b

a
x

แทนค่าของ y ลงในสมการข้างต้นจะได้ว่า

xCM =
2

ab

∫ a

0

x

(
b

a

)
xdx =

2

a2

∫ a

0

x2dx

=
2

a2

[
x3

3

] ∣∣∣∣
a

0

xCM =
2

3
a
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โดยการคำนวณในแบบเดียวกันเราจะได้พิกัดของจุดศูนย์กลางมวลตามแกน y ดังน้ี

yCM =
1

3
b

ตอบ จุดศูนย์กลางมวลของรูปสามเหลี่ยมดังกล่าวคือ xCM = 2
3
a และ yCM = 1

3
b

5.8 การเคล่ือนที่ของระบบอนุภาค

ระบบอนุภาค (system of particles) หมายถึง กลุ่มของอนุภาคท่ีมีจำนวนตั้งแต่ 2 อนุภาคข้ึน
ไป การศึกษาการเคลื่อนท่ีของระบบอนุภาคโดยใช้กฎการเคลื่อนท่ีของนิวตันสำหรับแต่ละ
อนุภาคน้ันค่อนข้างยุ่งยาก ดังน้ันเราจำเป็นต้องหาจุดท่ีเป็นตัวแทนของอนุภาคท้ังหมด ซึ่ง
เราเรียกว่า จุดศูนย์กลางมวล ดังท่ีได้กล่าวมาแล้วในหัวข้อท่ีผ่านมา สำหรับในหัวข้อน้ีเรา
จะศึกษาการเคลื่อนท่ีของระบบอนุภาคซึ่งจะเกี่ยวพันกับจุดศูนย์กลางมวล พิจารณาอนุภาค

mi

mj

�rij

�ri

�rj

x

y

system of particles

รูปท่ี 5.12: เวกเตอร์บอกตำแหน่งของอนุภาค i และ j ในระบบอนุภาคซึ่งวัดในกรอบ
อ้างอิง xy

มวล mi ซึ่งเป็นอนุภาคหน่ึงในระบบอนุภาค ดังแสดงในรูป 5.12 จากกฎข้อท่ี 2 ของนิวตัน

�Fi = mi�ai (5.26)

เม่ือให้ �Fi คือ แรงลัพธ์เน่ืองจากแรงจากอนุภาคอื่นๆท้ังหมดกระทำต่ออนุภาคมวล mi และ
�ai คือ ความเร่งของอนุภาค mi จากสมการ 5.26 ถ้าเราเขียนสำหรับอนุภาคท้ังหมดในระบบ
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จะได้ว่า
n∑

i=1

�Fi =

n∑
i=1

mi�ai = M�aCM (5.27)

เม่ือ �aCM คือ ความเร่งของจุดศูนย์กลางมวล เน่ืองจากแรงท้ังหมดท่ีกระทำต่อระบบอนุภาค
ประกอบด้วยแรงจากภายนอก และแรงภายในระบบ ดังน้ัน เทอมท้ังซ้าย ของสมการ 5.27
เขียนใหม่ได้เป็น

n∑
i=1

�Fi =

n∑
i=1

(�Fi,ext + �Fi,int)

=

n∑
i=1

�Fi,ext +

n∑
i=1

�Fi,int

= �Fext +
n∑

i=1

n∑
j=1,j �=i

�Fij

เม่ือ �Fi,ext และ �Fi,int แทน แรงภายนอกท้ังหมดและแรงภายในท้ังหมดท่ีกระทำต่ออนุภาค
มวล mi ส่วน �Fext คือ แรงภายนอกท้ังหมดท่ีกระทำต่อระบบอนุภาคท้ังระบบ

สำหรับแรงภายในระบบ �Fi,int น้ันเกิดจากอนุภาคอื่นๆภายในระบบอนุภาคเดียวกัน
กระทำต่ออนุภาคมวล mi ซึ่ง �Fij ก็คือแรงท่ีเกิดจากอนุภาคมวล mj กระทำต่ออนุภาคมวล
mi ดังน้ัน

�Fi,int =

n∑
j=1,j �=i

�Fij (5.28)

เม่ือเรารวมแรงภายในระบบท้ังหมดเป็นคู่ๆ ตามกฎข้อท่ี 3 ของนิวตัน �Fij = −�Fji ซึ่งมี
ขนาดเท่ากัน แต่มีทิศตรงกันข้าม ดังน้ัน แรงลัพธ์ภายในระบบจึงมีค่าเป็นศูนย์ และสมการ
5.26 เขียนใหม่ได้เป็น

�Fext = M�aCM (5.29)

น่ันคือ จุดศูนย์กลางมวลของระบบจะเคลื่อนท่ีเสมือนกับว่ามันเป็นอนุภาคหน่ึง ท่ีมีมวลท้ังหมด
เท่ากับมวลท้ังหมดของระบบอนุภาคในขณะที่ถูกแรงภายนอกกระทำ ในกรณีท่ีไม่มีแรงภายนอก
กระทำต่อระบบ (�Fext = 0) และจากนิยาม �F = d�P

dt
ดังน้ัน จะได้ว่า โมเมนตัมของระบบ

อนุภาคจะมีค่าคงท่ี เราเรียกระบบน้ีว่า ระบบโดดเดี่ยว (isolated system)

5.9 แบบฝึกหัด

1. ลูกเบสบอลมวล 0.145 kg เคลื่อนท่ีตามแนวแกน +x ด้วยความเร็ว 3.4 m/s และ
ลูกเทนนิสมวล 0.057 kg เคลื่อนท่ีตามแนว −x ด้วยความเร็ว 6.2 m/s จงคำนวณหา
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ขนาดและทิศของโมเมนตัมรวมของระบบท่ีประกอบไปด้วยลูกเบสบอลและลูกเทนนิส

Mm

�vbi

�vf

รูปท่ี 5.13: สำหรับโจทย์ข้อท่ี 3

2. ลูกกอล์ฟมวล 0.045 kg ถูกตีด้วยไม้กอล์ฟจากจุดหยุดน่ิงจนมีความเร็ว 40 m/s
กำหนดให้เวลาท่ีไม้กอล์ฟสัมผัสลูกกอล์ฟเท่ากับ 2 ms จงคำนวณแรงเฉลี่ยท่ีเกิดข้ึน
บนลูกกอล์ฟ

kv = 32 m/s

รูปท่ี 5.14: สำหรับโจทย์ข้อท่ี 5

3. ลูกบอลมวล m = 50 g ถูกยิงด้วยอัตราเร็ว vbi = 25 m/s เข้าไปภายในปืนสปริงมวล
M = 250 g ซึ่งกำลังอยู่น่ิงโดยลูกบอลจะติดอยู่ในกระบอกปืนท่ีตำแหน่งกดสปริง
มากท่ีสุดดังรูป 5.13 กำหนดให้ไม่ต้องพิจารณาพลังงานความร้อนท่ีเกิดข้ึนจากความ
เสียดทานระหว่างลูกบอลกับกระบอกปืน จงคำนวณหา

• อัตราเร็วของปืนสปริงหลังจากลูกบอลติดอยู่น่ิงภายในกระบอกปืน

• สัดส่วนระหว่างพลังงานที่สะสมในสปริงกับพลังงานจลน์เริ่มต้นของลูกบอล

M

L

�v �v
2

m

รูปท่ี 5.15: สำหรับโจทย์ข้อท่ี 6
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4. ปืนกระบอกหน่ึงยิงกระสุนมวล 30 g ไปชนและฝังในกล่องมวล 1.5 kg ซึ่งวางอยู่
น่ิงด้านหน้าปืน หากสัมประสิทธิ์ความเสียดทานจลน์ระหว่างพ้ืนราบกับกล่องเท่ากับ
0.25 และภายหลังจากกระสุนชนกับกล่อง กล่องเคลื่อนท่ีได้ระยะทาง10 m ก่อนจะ
หยุดน่ิง จงคำนวณหาอัตราเร็วของกระสุน

v1 = v
α

β

Before collision After collision

v2i = 0

v1f

v2f

รูปท่ี 5.16: สำหรับโจทย์ข้อท่ี 7

5. ลูกดอกอันหน่ึงมวล 25 g ถูกปาไปท่ีเป้ามวล 1.6 kg ด้วยความเร็ว 32 m/s ดัง
รูป 5.14 ภายหลังจากการปาเป้าสปริงท่ีติดอยู่ด้านหลังของเป้าจะเคลื่อนท่ีถอยไป
เป็นระยะ 2.4 cm จงคำนวณหาค่าคงตัว k ของสปริง กำหนดให้เป็นสปริงเชิงเส้น
ตามกฎของฮุก

6. กระสุนมวล m เคลื่อนท่ีด้วยอัตราเร็ว v เข้าชนกับลูกตุ้มมวล M ท่ีแขวนด้วยแท่ง
วัตถุเบายาว L หลังจากชนกันกระสุนจะทะลุผ่านลูกตุ้มด้วยอัตราเร็ว v/2 ดังรูป 5.15
จงคำนวณหาอัตราเร็ว v ท่ีน้อยท่ีสุดซึ่งเพียงพอท่ีจะทำให้ลูกตุ้มแกว่งเป็นวงกลมใน
แนวดิ่งได้พอดี

60◦

mA

mB

L = 40

รูปท่ี 5.17: สำหรับโจทย์ข้อท่ี 8
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7. จงพิสูจน์ว่าภายหลังจากการชนแบบยืดหยุ่นของวัตถุสองอันท่ีมีมวลเท่ากันโดยวัตถุ
หน่ึงเคลื่อนท่ีเข้าชนอีกวัตถุหน่ึงท่ีเป็นเป้าน่ิงดังรูป 5.16 แล้วจะมีมุมระหว่างความเร็ว
หลังชนของวัตถุท้ังสองเท่ากับ 90◦ เสมอ

8. วัตถุ A และวัตถุ B มีมวล mA = 50 g และ mB = 70 g ถูกแขวนไว้ด้วยเชือกดังรูป
5.17วัตถุ A ถูกดึงให้เอียงทำมุม 60◦ กับแนวดิ่งจากน้ันปล่อยให้เคลื่อนท่ี กำหนดให้
เป็นการชนแบบยืดหยุ่น จงหา

• ความเร็วของวัตถุ A ก่อนชนกับวัตถุ B

• ความเร็วของวัตถุท้ังสองหลังชน

• ความสูงท่ีวัตถุแต่ละอันสามารถเคลื่อนท่ีได้หลังจากชนกัน

� �

R
2R

0.7R

รูปท่ี 5.18: สำหรับโจทย์ข้อท่ี 10

9. โมเลกุลของน้ำประกอบด้วยออกซิเจน 1 อะตอม และไฮโดรเจน 2 อะตอมยึดกันด้วย
พันธะเคมีโดยมีมุมระหว่างพันธะท้ังสอง 106◦ ถ้าความยาวของพันธะเท่ากับ 0.100
นาโนเมตรจงหาว่าจุดศูนย์กลางมวลของโมเลกุลน้ีอยู่ท่ีตำแหน่งไหน

10. แผ่นวงกลมสม่ำเสมอรัศมี 2R ถูกเจาะออกเป็นรูปวงกลมขนาดเล็กรัศมี R โดยจุดศูนย์กลาง
ของวงกลมขนาดเล็กท่ีเจาะอยู่ห่างจากจุดศูนย์กลางของแผ่นวงกลมเท่ากับ 0.70R

ดังรูป 5.18 จงคำนวณจุดศูนย์กลางมวลของแผ่นวงกลมรัศมี 2R ท่ีถูกเจาะน้ี
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6.1 ความเร็วเชิงมุมและความเร่งเชิงมุม

วัตถุแข็งเกร็ง (rigid body) ในท่ีน้ีหมายถึง วัตถุท่ีมีรูปร่างใดๆซึ่งไม่เปลี่ยนแปลงเม่ือมี
แรงภายนอกมากระทำหรืออาจจะกล่าวได้ว่าระยะห่างระหว่างจุดสองจุดบนวัตถุดังกล่าวมี
ค่าคงท่ี ในการศึกษากลศาสตร์ของการเคลื่อนท่ีของวัตถุแข็งเกร็งจะเริ่มจากการหมุนรอบ
แกนท่ีคงท่ี พิจารณาการหมุนของวัตถุแข็งเกร็งรูปร่างใดๆท่ีวางอยู่บนระนาบ xy และหมุน
รอบแกน z ท่ีมีจุดหมุนอยู่ท่ีจุด O ดังรูปท่ี 6.1(a) ทุกๆส่วนของวัตถุน้ีจะหมุนรอบจุด O
ด้วยอัตราเร็วเชิงมุมเดียวกัน และมีเส้นทางการเคลื่อนท่ีเป็นวงกลมเน่ืองจากระยะห่างจาก
จุดหมุนถึงตำแหน่งใดๆบนวัตถุมีค่าคงท่ีตลอด เช่นอนุภาคท่ีอยู่ท่ีจุด P ซึ่งอยู่ห่างจากจุด
O เป็นระยะทาง r ก็จะเคลื่อนท่ีเป็นวงกลม ถ้าขณะเริ่มต้นอนุภาคเคลื่อนท่ี จากตำแหน่ง
บนแกน x ไปตามส่วนโค้งจนถึงจุด P ได้ระยะทางเป็นs ดังน้ันระยะทางเชิงมุมท่ีได้คือ

θ =
s

r
(6.1)

ระยะทางเชิงมุมในสมการท่ี 6.1 จะเห็นว่าไม่มีหน่วย แต่เพ่ือความสะดวกในการวัดได้มีการ
กำหนดหน่วยให้เป็น เรเดียน(radian) การเคลื่อนท่ีครบหน่ึงรอบได้ระยะทางเท่ากับ 2πr คิด
เป็นมุมเท่ากับ 2π rad. หรือ 360◦ ดังน้ันความสัมพันธ์ระหว่างมุมในหน่วยเรเดียน (rad.)
และในหน่วยองศา (deg.) ก็คือ

θ (rad.) =
π

180◦
θ (deg.) (6.2)

เม่ือวัตถุแข็งเกร็งมีการหมุน อนุภาคทุกตัวท่ีประกอบเป็นวัตถุแข็งเกร็งจะเคลื่อนท่ีไปพร้อมกัน
พิจารณาการเคลื่อนท่ีของอนุภาคใดๆโดยเริ่มต้นอนุภาคอยู่ท่ีจุด P ท่ีเวลา ti มีระยะเชิงมุม
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x

y

O

P
s

θ
r

(a)

x

y

O

P, ti��

��
Q, tf

θi

θf

r

w

(b)

รูปท่ี 6.1: (a) วัตถุแข็งเกร็งหมุนรอบแกนท่ีผ่านจุด O และ (b) การกระจัดเชิงมุมของ
อนุภาคเน่ืองจากการหมุน

เป็น θi เม่ือเคลื่อนท่ีมาอยู่ท่ีจุด P ท่ีเวลา tf มีระยะเชิงมุมเป็น θf ดังรูป 6.1(b) การกระ
จัดเชิงมุม (Angular displacement) ของอนุภาคน้ีจากจุด P ไปยังจุด Q คือ

Δθ = θf − θi (6.3)

อัตราส่วนของการกระจัดเชิงมุมต่อช่วงเวลา เรียกว่า ความเร็วเชิงมุมเฉลี่ย ω̄ มีหน่วยเป็น
rad/s

ω̄ =
θf − θi

tf − ti
=

Δθ

Δt
(6.4)

เม่ือพิจารณาในช่วงเวลาสั้นๆ (Δt → 0) ความเร็วเชิงมุมเฉลี่ยจะกลายเป็นความเร็วเชิงมุม
ขณะใดขณะหน่ึงน่ันคือ

ω = lim
Δt→0

Δθ

Δt
=

dθ

dt
(6.5)

ในการหมุนรอบแกนใดๆ ถ้าวัตถุมีการเปลี่ยนความเร็วเชิงมุมจาก ωi เป็น ωf จะได้ความ
เร่งเชิงมุมเฉลี่ย (ᾱ) คือ

ᾱ =
ωf − ωi

tf − ti
=

Δω

Δt
(6.6)

ในทำนองเดียวกันสำหรับการเปลี่ยนความเร็วเชิงมุมในช่วงสั้นๆ ความเร่งเชิงมุมเฉลี่ยจะ
กลายเป็นความเร่งเชิงมุมขณะใดขณะหน่ึงดังน้ี

α = lim
Δt→0

Δω

Δt
=

dω

dr
(6.7)
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ความเร่งเชิงมุมมีหน่วยเป็น rad/s2 เน่ืองจากปริมาณท้ังความเร็วเชิงมุมและความเร่งเชิงมุม
เป็นปริมาณเวกเตอร์ดังน้ันการระบุปริมาณเหล่าน้ีจะต้องมีท้ังขนาดและทิศทาง ในการกำหนด
ทิศทางของความเร็วเชิงมุม จะใช้กฎมือขวาดังแสดงในรูปท่ี 6.2 ในขณะทิศของความเร่ง
เชิงมุมจะข้ึนอยู่กับอัตราการเปลี่ยนความเร็วเชิงมุมกล่าวคือถ้าความเร็วเชิงมุมมีอัตราเพ่ิม
ข้ึน ทิศของความเร่งเชิงมุมจะมีทิศเดียวกับความเร็วเชิงมุม แต่ถ้ามีอัตราลดลง ความเร่ง
เชิงมุมก็จะมีทิศตรงข้ามกับความเร็วเชิงมุม

�ω

�ω

(a) (b)

รูปท่ี 6.2: แสดงทิศของความเร็วเชิงมุมโดยใช้กฎมือขวาเม่ือ (a) วัตถุหมุนทวนเข็มนาฬิกา
และ (b) หมุนตามเข็มนาฬิกา

6.2 การหมุนของวัตถุแข็งเกร็งด้วยความเร่งเชิงมุมคงที่

เม่ือวัตถุหมุนด้วยความเร่งเชิงมุมคงท่ีจะได้ว่าสมการท่ีเกี่ยวข้องกับจลนศาสตร์การหมุนดังต่อไปน้ี

ωf = ωi + αt (6.8)

θf = θi + ωit +
1

2
αt2 (6.9)

ω2
f = ω2

i + 2α (θf − θi) (6.10)

เม่ือ ωi และ ωf คือ ความเร็วเชิงมุมต้นและความเร็วเชิงมุมสุดท้ายตามลำดับθi และ θf คือ
ระยะเชิงมุมต้นและระยะเชิงมุมสุดท้ายตามลำดับ

ตัวอย่างท่ี 3.1 ล้อวงกลมหมุนรอบแกนท่ีตึงอยู่กับท่ีด้วยความเร่งเชิงมุมคงท่ี 3.5 rad/s2

ถ้าความเร็วเชิงมุมของล้อวงกลมท่ีเวลา ti = 0 มีค่าเท่ากับ 2.0 rad/s จงคำนวณ

(ก) ในเวลา 2 วินาที ล้อวงกลมจะหมุนได้กี่รอบ
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(ข) ขนาดของความเร็วเชิงมุมท่ีเวลา 2 วินาที

วิธีทำ (ก) โดยอาศัยสมการ 6.9 เพ่ือหาการกระจัดเชิงมุมในช่วงเวลาตั้งแต่เริ่มต้นจนถึงเวลา
2 วินาที ดังน้ี

Δθ = θf − θi = ωit +
1

2
αt2

= (2.0 rad/s)(2 s) +
1

2
(3.5 rad/s2)(2 s)2

= 11.0 rad

ในการหมุน 1 รอบ มีระยะเชิงมุมเท่ากับ 2π rad ดังน้ันเม่ือวัตถุหมุนได้ระยะเชิงมุมเป็น
11.0 rad จะมีจำนวนรอบการหมุนเท่ากับ 11

2π
= 1.75 รอบ

(ข) ความเร็วเชิงมุมท่ีเวลา 2 วินาที หาได้ดังน้ี

ωf = ωi + αt

= 2 rad+ (3.5 rad/s2)(2.0 s)

ω = 9.0 rad/s

6.3 ความสัมพันธ์ระหว่างปริมาณเชิงมุมและปริมาณเชิงเส้น

พิจารณาท่ีจุดใดๆบนวัตถุแข็งเกร็งท่ีกำลังหมุนด้วยความเร็วเชิงมุม ω ดังแสดงในรูปท่ี 6.3
ความเร็วเชิงเส้น v ท่ีจุดดังกล่าวจะมีความสัมพันธ์กับความเร็วเชิงมุมดังน้ี

v =
dr

dt
= r

dθ

dt
= rω (6.11)

และเม่ือวัตถุหมุนด้วยความเร่งเชิงมุมคงท่ี จุดท่ีอยู่บนวัตถุจะมีความเร่งในแนวเส้นสัมผัส
(tangential acceleration, at) และความเร่งในแนวรัศมี (radial acceleration, ar) ซึ่งจะ
เกี่ยวพันปริมาณเชิงมุมดังน้ี

at =
dv

dt
= r

dω

dt
= rα (6.12)

ar =
v2

r
= rω2 (6.13)

ดังน้ันความเร่งลัพธ์ท่ีจุดใดๆบนวัตถุแข็งเกร็งคือการรวมกันแบบเวกเตอร์ขององค์ประกอบ
ความเร่งท้ังสองแนวซึ่งมีขนาดเท่ากับ

a =
√

a2
t + a2

r =
√

r2α2 + r2ω2 = r
√

α2 + ω2 (6.14)
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x
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O

mi

vi

θ

ri

ω

รูปท่ี 6.3: วัตถุหมุนรอบแกน z ท่ีผ่านจุด O ด้วยอัตราเร็วเชิงมุม ω

6.4 พลังงานจลน์ของการหมุน

อนุภาคมวล mi ท่ีประกอบเป็นวัตถุแข็งเกร็งซึ่งกำลังหมุนรอบแกน z ด้วยอัตราเร็วเชิงมุม
ω ดังรูป 6.3 จะมีพลังงานจลน์เป็น

Ki =
1

2
miv

2
i (6.15)

เน่ืองจาก vi = riω ดังน้ัน สมการ 6.15 เขียนใหม่ได้เป็น

Ki =
1

2
mir

2
i ω

2 (6.16)

เม่ือรวมพลังงานจลน์ของอุภาคท้ังหมดท่ีประกอบข้ึนมาเป็นวัตถุแข็งเกร็งทำให้ได้พลังงาน
จลน์ของการหมุนเป็นดังน้ี

KR =
∑

i

Ki =
∑

i

(
1

2
mir

2
i )ω

2 =
1

2
(
∑

i

mir
2
i )ω

2 (6.17)

เม่ือ I =
∑

mir
2
i ซึ่งเรียกว่า โมเมนต์ความเฉ่ือย (moment of inertia) มีหน่วยเป็น kg.m2

ดังน้ันสมการท่ี 6.17 เขียนใหม่ได้เป็น

KR =
1

2
Iω2 (6.18)

ในสมการท่ี 6.18 แสดงให้ว่าพลังงานจลน์ทีเน่ืองจากการหมุนของวัตถุแข็งเกร็งจะข้ึนอยู่กับ
ค่าโมเมนต์ความเฉ่ือยและอัตราเร็วเชิงมุม โมเมนต์ความเฉ่ือยของวัตถุในการหมุนจะคล้ายคลึง
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y

x
a

b

a

b

w

รูปท่ี 6.4: ระบบอนุภาคท่ีประกอบเป็นวัตถุแข็งเกร็งกำลังหมุนรอบแกน z

กับความเฉ่ือยของวัตถุในการเปลี่ยนตำแหน่งในแนวเส้นตรง แต่อย่างไรก็ตามค่าโมเมนต์
ความเฉ่ือยจะข้ึนอยู่กับลักษณะรูปร่างของวัตถุด้วย

ตัวอย่างท่ี 5.2 วัตถุทรงกลมเล็กๆสี่ก้อนวางอยู่ท่ีตำแหน่งบนแกน x และ y และยึดติด
กันด้วยแท่งยาวท่ีมีมวลน้อยมาก ดังรูปท่ี 6.4 ถ้าทรงกลมท้ังสี่มีรัศมีน้อยมากเม่ือเทียบกับ
ระยะทางระหว่างวัตถุแต่ละอันถึงจุดหมุน O จงหาโมเมนต์ความเฉ่ือยในการหมุนรอบแกน
z และพลังงานจลน์ของการหมุนน้ี

วิธีทำ โมเมนต์รอบแกน z คือ Iz มีค่าเท่ากับ

Iz =
∑

i

mir
2
i = Ma2 + Ma2 + mb2 + mb2

= 2Ma2 + 2mb2

และพลังงานจลน์ของการหมุนคือ

KR =
1

2
Iω2 =

1

2
(2Ma2 + 2mb2)ω2

= (Ma2 + mb2)ω2
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mi

O
ri

� y

z

x

รูปท่ี 6.5: วัตถุแข็งเกร็งท่ีมวลกระจายอย่างต่อเน่ืองกำลังหมุนรอบแกน z

6.5 การคำนวณหาค่าโมเมนต์ความเฉ่ือย

เม่ือวัตถุมีมวลกระจายอย่างต่อเน่ือง ผลบวกของมวลคูณกับระยะทางกำลังสองดังท่ีได้นิยาม
ไว้ในหัวข้อท่ีผ่านมาจะเปลี่ยนเป็นการอินทิกรัล ให้จินตนาการโดยแบ่งวัตถุออกเป็นช้ินเล็กๆ
ซึ่งมีมวลเป็น Δm ซึ่งมีระยะห่างตั้งฉากจากแกนหมุนเป็น r ดังรูป 6.5 ดังน้ันเม่ือใช้
เงื่อนไขลิมิตของ Δm เข้าสู่ศูนย์ ทำให้การคำนวณหาค่าโมเมนต์ความเฉ่ือยของวัตถุท่ีมีมวล
กระจายอย่างต่อเน่ืองสามารถใช้วิธีการอินทิกรัลได้ดังน้ี

I = lim
Δmi→0

∑
i

r2
i Δmi =

∫
r2dm (6.19)

แต่เน่ืองจาก ρ = M
V
เม่ือ ρ คือ ความหนาแน่นเชิงปริมาตรมีหน่วยเป็น kg.m−3 เม่ือ M

และ V คือ มวลและปริมาตรท้ังหมดของวัตถุดังน้ัน dm = ρdV ทำให้สมการท่ี 6.19 เขียน
ใหม่ได้เป็น

I = ρ

∫
r2dV (6.20)

ในกรณีท่ีวัตถุมีรูปร่างเป็นแผ่นบางๆ หรือมีรูปร่างเป็นเส้นยาว ความหนาแน่นเชิงปริมาตร
จะกลายเป็นความหนาแน่นเชิงพ้ืนผิว (suface density: σ = M

A
) และ ความหนาแน่นเชิง

เส้น (linear density: λ = M
L
) เม่ือ A และ L คือ พ้ืนท่ีและความยาว ตามลำดับในกรณี

ดังกล่าวทำให้ได้ dm = σdA และ dm = λdL

วิธีการคำนวณหาโมเมนต์ความเฉ่ือยตามท่ีกล่าวมารอบแกนใดๆท่ีไม่ผ่านจุดศูนย์กลาง
มวลของวัตถุค่อนข้างยุ่งยากแม้กระท่ังวัตถุท่ีมีความสมมาตรสูง อย่างไรก็ตามก็มีวิธีการเพ่ือ
หาค่าโมเมนต์ความเฉ่ือยรอบแกนหมุนใดๆ ซึ่งเรียกว่า วิธีทฤษฎีแกนขนาน (parallel-axis
theorem) ซึ่งกล่าวว่าโมเมนต์ความเฉ่ือยรอบแกนใดๆท่ีขนานและอยู่ห่างเป็นระยะ D กับ
แกนซึ่งผ่านจุดศูนย์กลางมวลจะมีค่าดังน้ี (ดูรูปท่ี 6.6) และในรูปท่ี 6.7 แสดงค่าโมเมนต์
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�

� CM

ICMIz

D

x

y

z

รูปท่ี 6.6: การหาโมเมนต์ความเฉ่ือยรอบแกน z ด้วยวิธีทฤษฎีแกนขนาน

ความเฉ่ือยของวัตถุท่ีมีความสมมาตรสูง

I = ICM + MD2 (6.21)

ตัวอย่างท่ี 5.3 จงหาโมเมนต์ความเฉ่ือยของห่วงมวล M และรัศมี R รอบแกนท่ีตั้งฉากกับ
ระนาบห่วงและผ่านจุดศูนย์กลางมวลดังรูป 6.8
วิธีทำ มวลส่วนเล็กๆท้ังหมด dm มีระยะห่างจากแกนหมุนเท่ากันคือ r = R ดังน้ันจาก
สมการท่ี 6.19 จะได้โมเมนต์ความเฉ่ือยรอบแกน z ท่ีผ่านจุด O

Iz =

∫
r2dm = R2

∫
dm

Iz = MR2

ตัวอย่างท่ี 5.4 จงหาโมเมนต์ความเฉ่ือยของแท่งวัตถุตรงขนาดสม่ำเสมอมวล M และยาว
L รอบแกนท่ีตั้งฉากกับแท่งวัตถุและผ่านจุดศูนย์กลางมวลดังรูป 6.9

วิธีทำ พิจารณาส่วนของความยาว dx ซึ่งมีมวลเป็น dm มีค่าเท่ากับ

dm = λdx =
M

L
dx
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รูปท่ี 6.7: โมเมนต์ความเฉ่ือยของวัตถุรูปทรงต่างๆ

dm

R

y

x
O

รูปท่ี 6.8: มวลส่วนเล็กๆ dm ของห่วงท้ังหมดอยู่ห่างจากจุด O เท่ากัน
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x

dx

O x

y

L

รูปท่ี 6.9: แท่งวัตถุขนาดสม่ำเสมอยาว L

แทนค่า dm น้ีลงในสมการ 6.19 และ r = x จะได้

Iy =

∫
r2dm =

∫ L/2

−L/2

x2 M

L
dx

=
M

L

∫ L/2

−L/2

x2dm

Iz =
M

L

[
x3

3

]L/2

−L/2

=
1

12
ML2

ตัวอย่างท่ี 5.4 จงหาโมเมนต์ความเฉ่ือยของทรงกระบอกตันขนาดสม่ำเสมอมวล M รัศมี
R และยาว L รอบแกนท่ีผ่านจุดศูนย์กลางมวลดังรูป 6.10

วิธีทำ เพ่ือความสะดวกเราจะแบ่งทรงกระบอกออกเป็นช้ันทรงกระบอกบางๆจำนวนมาก และ
แต่ละช้ันจะมีรัศมี r ความหนาเป็น dr และยาว L ดังน้ันปริมาตรของแต่ละช้ันทรงกระบอก
คือ dV = LdA = (2πrdr)L และมวล dm = ρdV = ρ2πrLdr เม่ือแทนค่าลงในสมการ
ท่ี 6.19 ทำให้ได้

Iz =

∫
r2dm = 2πρL

∫ R

0

r3dr =
1

2
πρLR4

เพราะว่าปริมาตรท้ังหมดของทรวกระบอกคือ V = πR2L และเราจะเห็นว่าρ = M
V

= M
πR2L

เม่ือแทนค่า ρ ลงในสมการข้างต้นจะได้

Iz =
1

2
MR2
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�

�

z

dr

r

R
L

รูปท่ี 6.10: คำนวณค่าโมเมนต์ความเฉ่ือยของทรงกระบอกตัน

6.6 ทอร์ค

ทอร์ค (torque) คือ ปริมาณท่ีบ่งบอกถึงแน้วโน้มของการหมุนรอบจุดหมุนใดๆ ซึ่งมีนิยาม
ดังน้ีคือ

�τ = �r × �F (6.22)

ทอร์ค เป็นปริมาณเวกเตอร์มีทิศซึ่งตั้งฉากกับเวกเตอร์ �r และ �F และขนาดของทอร์คคือ

τ = rFsinφ (6.23)

จากสมการ 6.23 ขนาดของทอร์ค คือ ผลคูณของระยะทางจากจุดหมุนถึงตำแหน่งท่ีแรง
กระทำกับขนาดของแรงน้ันในแนวตั้งฉากกับระยะทางดังรูปท่ี 6.11 ระยะทางจากจุดหมุน
ถึงแนวของแรงท่ีกระทำในแนวตั้งฉาก d ซึ่งเรียกว่า moment arm ของแรง �F เม่ือวัตถุ
มีแรงจากภายนอกหลายแรงกระทำต่อวัตถุ ทอร์คลัพธ์ท่ีกระทำต่อวัตถุรอบจุดหมุนใดๆจะมี
ค่าเท่ากับผลรวมแบบเวกเตอร์ของทอร์คย่อยๆ ดังน้ี

�τnet =

n∑
i=1

�τi = �τ1 + �τ2 + ... + �τn (6.24)

ลองพิจารณากรณีท่ีมีแรงสองแรง คือ แรง �F1 และ �F2 กระทำต่อวัตถุให้หมุนรอบจุด O ดัง
รูปท่ี 6.12 ทอร์คเน่ืองจากแรง �F1 จะหมุนวัตถุในทิศทางทวนเข็มนาฬิกาให้เป็นบวก (+)
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�

r

O

d

�F
F sin φ

F cos φ

φ

Line of action

รูปท่ี 6.11: ทอร์คของการหมุนรอบจุด O เน่ืองจากมีแรงภายนอกกระทำ

�

�

�

�F1

�F2

d1

d2
O

รูปท่ี 6.12: ทอร์คของแรงภายนอกสองแรงรอบจุดหมุน O

ส่วนทอร์คเน่ืองจากแรง �F2 ทำให้วัตถุหมุนตามเข็มนาฬิกาให้เป็นลบ (-) ดังน้ันขนาดของ
ทอร์คลัพธ์คือ ∑

τ = τ1 − τ2 = F1d1 − F2d2 (6.25)

และจากสมการท่ี 6.24 จะเห็นว่าเม่ือขนาดของทอร์คลัพธ์ไม่เป็นศูนย์วัตถุจะหมุนด้วยด้วย
ความเร่งเชิงมุมซึ่งเกี่ยวข้องกับโมเมนต์ความเฉ่ือยของวัตถุรอบแกนหมุนน้ัน ดังน้ี

�τnet =
∑

�τ = I�α (6.26)

ตัวอย่างท่ี 5.6 ล้อวงกลมมวล M รัศมี R และมีค่าโมเมนต์ความเฉ่ือย I กำลังหมุนรอบ
แกนในแนวระดับดังรูป 6.13 เส้นเชือกมวลเบาพันรอบล้อวงกลมซึ่งปลายด้านหน่ึงของเส้น
เชือกผูกติดกับวัตถุมวล m จงคำนวณหาความเร่งเชิงเส้นของวัตถุ และแรงตึงในเส้นเชือก
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�T

�T

m�g

m

R

O

M

รูปท่ี 6.13: แรงตึงในเส้นเชือกทำให้เกิดทอร์ครอบจุด O

วิธีทำ ทอร์คกระทำต่อล้อหมุนรอบจุด O
∑

τ = Iα เน่ืองจากแรงตึงในเส้นเชือก T ทำ
ให้ได้ ∑

τ = Iα = TR

α =
TR

I
(1)

และโดยการประยุกต์กฎข้อท่ี 2 ของนิวตันกับการเคลื่อนท่ีของวัตถุมวล m น่ันคือ∑
Fy = mg − T = ma

a =
mg − T

m
(2)

เน่ืองจากความเร่ง a จะสัมพันธ์กับความเร่งเชิงมุม α คือ a = Rα และจากสมการ (1) และ
(2) ทำให้ได้

a = Rα =
TR2

I
=

mg − T

m
(3)

T =
mg

1 + mR2

I

(4)

เม่ือแทนค่าสมการ (4) ลงในสมการ (2) เพ่ือหาค่า a และ α ทำให้ได้ดังน้ี

a =
g

1 + I/mR2

α =
a

R
=

g

R + I/mR
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�T1

�T2

�T3

m1 m2

�a
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(a)

m1 m2

�T1

m1�g

�T2

m2�g

(b)

� �

�T1

�n1 �T2

mp�g

�T2
�n2

�T3

mp�g

(c)

รูปท่ี 6.14: (a) ระบบมวล m1 และ m2 ยึดติดกันด้วยเส้นเชือกท่ีคล้องผ่านรอกท่ีไม่มีความ
ฝืด(b) และ (c) แสดงแผนภาพวัตถุอิสระของวัตถุแต่ละอัน

ตัวอย่างท่ี 5.7 วัตถุมวล m1 และ มวล m2 เช่ือมต่อกันด้วยเชือกมวลเบาซึ่งคล้องผ่านรอก
สองตัวท่ีเหมือนกัน รอกท้ังสองไม่มีความฝืด มีรัศมีเป็น R และโมเมนต์ความเฉ่ือยเป็น
I ดังรูป 6.14a จงหาขนาดของความเร่งของมวลแต่ละก้อนและแรงตึงในเส้นเชือก T1, T2

และT3

วิธีทำ พิจารณาแผนภาพวัตถุอิสระรูปท่ี 6.14b และโดยการประยุกต์กฎการเคลื่อนท่ีข้อท่ี 2
นิวตัน ทำให้ได้

m1g − T1 = m1a (1)

T3 − m2g = m2a (2)

พิจารณาการหมุนของรอกท้ังสองจะได้ทอร์ครอบจุดหมุนเน่ืองจากแรงตึงในเส้นเชือก (ดูรูป
ท่ี 6.14c) มีค่าเป็นดังน้ี

(T1 − T2)R = Iα (3)

(T2 − T3)R = Iα (4)
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โดยการนำสมการ (3) บวกกับสมการ (4) ทำให้ได้

(T1 − T3)R = 2Iα (5)

และนำสมการ (1) บวกกับสมการ (2) ก็จะได้

T3 − T1 + m1g − m2g = (m1 + m2)a

T1 − T3 = (m1 − m2)g − (m1 + m2)a (6)

โดยการนำสมการ (6) แทนลงในสมการ (5) และใช้ความสัมพันธ์ของ α = a/R ทำให้เรา
หาค่าความเร่งของวัตถุแต่ละก้อนได้เป็นดังน้ี

[(m1 − m2)g − (m1 + m2)a] R = 2Iα

(m1 − m2)g − (m1 + m2)a = 2I
a

R2

a =
(m1 − m2)g

m1 + m2 + 2 I
R2

(7)

จากค่าความเร่งท่ีได้ในสมการ (7) นำไปแทนลงใน (1) และ (2) จะหาค่า T1 และ T3 ได้
และค่า T2 หาจากสมการ (3) หรือจากสมการ (4) ตามลำดับ

6.7 งาน พลังงานและกำลังงานสำหรับการหมุน

เม่ือวัตถุมีการหมุนรอบจุดหมุน O ได้ระยะการกระจัด d�s ภายใต้แรงภายนอกกระทำ �F โดย
ท่ีตำแหน่งท่ีแรงกระทำอยู่ห่างจากจุด O เป็นระยะ r และทำมุม φ กับแนวระยะทางดังกล่าว
ดังแสดงในรูปท่ี 6.15 ทำให้เกิดงานข้ึนด้วยขนาดเป็น

dW = �F .d�s = (F sin φ)rdθ

เน่ืองจากปริมาณ rF sin φ คือขนาดของทอร์คท่ีจุด O ดังน้ันงานเน่ืองจากการหมุนวัตถุคือ

dW = τdθ

โดยใช้ความสัมพันธ์ τ = Iα = I dω
dt

= I dω
dθ

.dθ
dt

= Iω dω
dθ
ดังน้ันทำให้

dW = τdθ = Iωdω (6.27)

เม่ือวัตถุหมุนด้วยความเร็วเชิงมุมจาก ωi เป็น ωf และการกระจัดเชิงมุมเปลี่ยนจาก θi เป็น
θf งานทั้งหมดท่ีได้จึงมีค่าเท่ากับ

W =

∫
dW =

∫ θf

θi

τdθ

=

∫ ωf

ωi

Iωdω
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dθ

รูปท่ี 6.15: แรงภายนอกกระทำต่อวัตถุท่ีจุด O ทำให้เกิดงานเน่ืองจากการหมุน

W =
1

2
Iω2

f −
1

2
Iω2

i (6.28)

เม่ือ I คือโมเมนต์ความเฉ่ือยรอบจุด O จากสมการ 6.28 จะเห็นว่างานของการหมุน ก็
คือการเปลี่ยนแปลงของพลังงานจลน์ของการหมุนซึ่งก็คือทฤษฎีงาน-พลังงานจลน์น่ันเอง
สำหรับกำลัง(Power, P) คือ อัตราการส่วนของงานต่อหน่ึงหน่วยเวลาน่ันคือ

P =
dW

dt
= τ

dθ

dt
= τω (6.29)

ตัวอย่างท่ี 5.8 พิจารณาวัตถุมวล m1 และ m2 โดยท่ี m1 �= m2 เช่ือมต่อกันด้วยเชือกท่ี
คล้องผ่านรอกดังแสดงในรูป 6.16 รอกรัศมี R และมีโมเมนต์ความเฉ่ือยรอบแกนหมุนเป็น
I เส้นเชือกไม่ลื่นไหลบนรอกและระบบถูกปล่อยจากหยุดน่ิง จงหาอัตราเร็วเชิงเส้นของวัตถุ
ท้ังสองหลังจากวัตถุมวล m2 ตกลงมาได้ระยะ h และ อัตราเร็วเชิงมุมของรอก ณ เวลาน้ัน

วิธีทำ เน่ืองจากว่าเชือกไม่มีการลื่นไหลบนรอกทำให้รอกมีการหมุนและถ้าไม่คิดผลของแรง
เสียดทานท่ีแกนหมุนดังน้ัน พลังงานเชิงกลของระบบมีค่าคงท่ีน่ันคือ พลังงานจลน์ของระบบ
ท่ีเพ่ิมข้ึนจะเท่ากับพลังงานศักย์ของระบบท่ีลดลงเพราะว่าพลังงานจลน์ตอนเริ่มต้น Ki = 0

ทำให้เราได้

ΔK = Kf − Ki =

(
1

2
m1v

2
f +

1

2
m2v

2
f +

1

2
Iω2

f

)
− 0

เม่ือ vf คืออัตราเร็วเชิงเส้นซึ่งเป็นค่าเดียวกันสำหรับมวลท้ังสอง และเน่ืองจาก vf = Rωf

ดังน้ัน

ΔK =
1

2

(
m1 + m2 +

I

R2

)
v2

f
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h
h

m1

m2

R

รูปท่ี 6.16: การเคลื่อนท่ีของระบบมวล m1 และ m2 ท่ีเช่ือมต่อกันด้วยเชือกซึ่งคล้องผ่าน
รอก

จากรูปท่ี 6.16 จะเห็นว่าพลังงานศักย์ท่ีลดลงของระบบเน่ืองจากมวล m2 ตกลงมา และได้
รับพลังงานศักย์เน่ืองจากมวล m1 เคลื่อนท่ีข้ึน น่ันคือ ΔU2 = m2gh และ ΔU1 = m1gh

โดยการประยุกต์หลักการคงตัวของพลังงานจะได้ว่า

ΔK + ΔU1 + ΔU2 = 0

1

2

(
m1 + m2 +

I

R2

)
v2

f + m1gh − m2gh = 0

vf =

[
2(m2 − m1)gh(
m1 + m2 + I

R2

)
]1/2

และเน่ืองจาก vf = Rωf ดังน้ันอัตราเชิงมุมของรอกมีค่าเป็น

ωf =
vf

R
=

1

R

[
2(m2 − m1)gh(
m1 + m2 + I

R2

)
]1/2

6.8 การเคล่ือนที่แบบกล้ิง

การเคลื่อนท่ีแบบกลิ้ง (rolling motion) คือการเคลื่อนท่ีผสมผสานระหว่างการเลื่อนตำแหน่ง
(translation) กับการหมุน (rotation) การเคลื่อนท่ีดังกล่าวจะเห็นว่าวัตถุจะหมุนรอบแกนท่ี
ไม่คงท่ี พิจารณาการกลิ้งของทรงกระบอกรัศมี R บนพ้ืนราบโดยไม่มีการไถลดังรูป 6.17
ความเร็วและความเร่งของจุดศูนย์กลางมวล (vCM ) จะเกี่ยวพันกับความเร็วเชิงมุม (ω) และ
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�

s = Rθ

R θ
s

รูปท่ี 6.17: ทรงกระบอกกลิ้งบนพื้นราบ

ความเร่งเชิงมุม (α) ของการหมุนดังน้ี

vCM =
ds

dt
= R

dθ

dt
= Rω (6.30)

aCM =
dvCM

dt
= R

dω

dt
= Rα (6.31)

ความเร็วเชิงเส้นของจุดศูนย์กลางมวลและของจุดอื่นๆบนและภายในทรงกระบอกแสดงดัง
รูป 6.18 ทุกๆจุดบนทรงกระบอกจะมีความเร็วเชิงมุมเดียวกันดังน้ันความเร็วเชิงเส้นท่ีจุด
ต่างๆจะข้ึนอยู่กับระยะห่างระหว่างจุดน้ันกับจุดหมุน เช่นท่ีจุด P ′ และ P ระยะทางจากจุด
P ′ ถึง P เป็นสองเท่าของระยะทางจากจุดศูนย์กลางมวล (CM) ถึงจุด P ดังน้ันจึงมีความ
เร็วเป็น2vCM = 2Rω ทิศทางของความเร็วเชิงเส้นจะตั้งฉากกับแนวเส้นตรงท่ีลากจากจุด
หมุน (P) ถึงจุดน้ันๆ ดังแสดงในรูป เม่ือวัตถุมีการกลิ้งพลังงานจลน์ของการเคลื่อนท่ีคือ

�

�

�

�

�

2�vCM

�vCM

P ′

CM

P

Q

รูปท่ี 6.18: แสดงขนาดและทิศทางของความเร็วเชิงเส้นของจุดต่างๆบนและภายในวัตถุ
ทรงกระบอกท่ีกำลังกลิ้งบนพื้นราบ

K =
1

2
IP ω2 (6.32)
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เม่ือ IP คือ โมเมนต์ความเฉ่ือยรอบแกนท่ีผ่านจุด P และโดยการประยุกต์ใช้ทฤษฎีแกน
ขนานจะได้IP = ICM + MR2 จากสมการ 6.32 ทำให้ได้พลังงานจลน์ของการกลิ้งมีค่าเป็น

K =
1

2
ICMω2 +

1

2
MR2ω2

K =
1

2
ICMω2 +

1

2
Mv2

CM (6.33)

น่ันคือ พลังงานจลน์ท้ังหมดของการกลิ้งเท่ากับพลังงานจลน์ของการหมุนรอบแกนท่ีผ่าน
จุดศูนย์กลางมวลบวกกับพลังงานจลน์ของการเลื่อนตำแหน่งของจุดศูนย์กลางมวล

ตัวอย่างท่ี 5.9 ทรงกลมตันมวล M รัศมี R กลิ้งลงตามพ้ืนเอียงซึ่งทำมุม θ กับแนวราบดัง
รูป 6.19 และพ้ืนเอียงไม่มีความเสียดทาน จงหาความเร็วของจุดศูนย์กลางมวลขณะท่ี่ีทรง
กลมกลิ้งลงมาถึงปลายด้านล่างของพ้ืนเอียง (โดยใช้หลักการคงตัวพลังงาน)

h

R

M

�vCM
θ

ω

รูปท่ี 6.19: วัตถุทรงกลมกลิ้งบนพื้นเอียงท่ีไม่มีความฝืด

วิธีทำ โดยใช้หลักการคงตัวของพลังงานในการวิเคราะห์จะเห็นว่าเริ่มต้นทรงกลมหยุดน่ิง
พลังงานจลน์ Ki = 0 ส่วนพลังงานศักย์ Ui = Mgh และเม่ือทรงกลมเคลื่อนท่ีมาท่ี
ตำแหน่งปลายด้านล่างสุด พลังงานศักย์ Uf = 0 (เป็นตำแหน่งอ้างอิง) ส่วนพลังงานจลน์มี
ค่าเป็น

Kf =
1

2
ICM

(vCM

R

)2

+
1

2
Mv2

CM

timesKf =
1

2

(
ICM

R2
+ M

)
v2

CM
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จากหลักการคงตัวของพลังงานจะได้

ΔK + ΔU = 0

(Kf − Ki) + (Uf − Ui) = 0

Kf = Ui

1

2

(
ICM

R
+ M

)
v2

CM = Mgh

ดังน้ันทำให้ได้ความเร็วของจุดศูนย์กลางมวล ณ ตำแหน่งดังกล่าวมีค่าเท่ากับ

vCM =

(
2gh

1 + ICM/MR2

)1/2

6.9 โมเมนตัมเชิงมุมและการคงตัวของโมเมนตัมเชิงมุม

6.9.1 โมเมนตัมเชิงมุมของอนุภาค

โมเมนตัมเชิงมุม (angular momentum) ของอนุภาคมวล m ท่ีกำลังหมุนรอบจุด O ด้วย
ความเร็ว �v มีนิยามดังน้ี

�L = �r × �p (6.34)

เม่ือ �p คือ โมเมนตัมเชิงเส้น (linear momentun) มีค่าเท่ากับ m�v โมเมนตัมเชิงมุมจะมีทิศ
ตั้งฉากกับเวกเตอร์บอกตำแหน่ง �r และโมเมนตัม �p ดังรูป 6.20 ซึ่งมีขนาดเป็น

L = mvr sin φ (6.35)

แรงลัพธ์ (�F ) ท่ีกระทำต่ออนุภาคซึ่งมีค่าเท่ากับอัตราการเปลี่ยนแปลงโมเมนตัม d�p/dt จะ
ทำให้เกิดทอร์ครอบจุด O ดังน้ี

�τ = �r × �F = �r × d�p

dt

และอัตราการเปลี่ยนแปลงของโมเมนตัมเชิงมุม d�L
dt
มีค่าเท่ากับ

d�L

dt
=

d

dt
(�r × �p) = �r × d�p

dt
+

d�r

dt
× �p

เทอม d�r
dt
× �p = �v × �p = 0 เน่ืองจาก �v และ �p มีทิศเดียวกัน ดังน้ันทำให้ได้ทอร์คท่ีกระทำ

ต่ออนุภาครอบจุด O มีค่าเท่ากับอัตราเปลี่ยนแปลงโมเมนตัมเชิงมุม

�τ =
d�L

dt
(6.36)
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x

y

z

O
m

�r �p
φ

L = �r × �P

รูปท่ี 6.20: โมเมนตัมเชิงมุมของอนุภาคมวล m

6.9.2 โมเมนตัมเชิงมุมของการหมุนวัตถุแข็งเกร็ง

ในหัวข้อท่ีผ่านมาเราได้ทราบนิยามของโมเมนตัมเชิงมุมและความเก่ียวพันของปริมาณดังกล่าว
กับทอร์คของการหมุนในหัวข้อน้ีเราจะแสดงให้เห็นความสัมพันธ์ของโมเมนตัมเชิงมุมกับ
ความเร่งเชิงมุมของวัตถุท่ีหมุนรอบแกนหมุนใดๆ พิจารณาวัตถุท่ีกำลังหมุนด้วยอัตราเร็ว
เชิงมุม ω รอบแกน z ซึ่งผ่านจุดศูนย์กลางมวลดังรูป 6.21 ขนาดของโมเมนตัมเชิงมุมของ

�

�

z

x

y

ω

�vi

m
�ri

�L

รูปท่ี 6.21: โมเมนตัมเชิงมุมของการหมุนวัตถุแข็งเกร็ง

อนุภาคมวล mi รอบจุดหมุนคือ miviri เพราะว่า vi = riω ดังน้ันเราสามารถแสดงขนาด
ของโมเมนตัมเชิงมุมของอนุภาคน้ีได้เป็น

Li = mir
2
i ω (6.37)
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เม่ือพิจารณาโมเมนตัมเชิงมุมของวัตถุท้ังก้อนก็คือการรวมขนาดของโมเมนตัมเชิงมุมของ
แต่ละอนุภาค น่ันคือ

Lz =
∑

i

mir
2
i ω =

(∑
i

mir
2
i

)
ω

Lz = Iω (6.38)

ทอร์คท่ีกระทำต่อวัตถุรอบจุดหมุนมีค่าเท่ากับผลคูณของโมเมนความเฉ่ือยรอบแกนหมุนน้ัน
กับขนาดของความเร่งเชิงมุม

τ =
dLz

dt
= Iα (6.39)

6.9.3 การคงตัวของโมเมนตัมเชิงมุม

โมเมนตัมเชิงมุมรวมของระบบมีค่าคงท่ีท้ังขนาดและทิศทางถ้าทอร์คลัพธ์ท่ีมากระทำต่อระบบ
มีค่าเท่ากับศูนย์

�τi =
d�L

dt
= 0 (6.40)

จากสมการ 6.40 L จะต้องเท่ากับค่าคงท่ี น่ันคือเราจะได้กฎการอนุรักษ์โมเมนตัมเชิงมุม

�Li = �Lf = ค่าคงท่ี (6.41)

สำหรับในกรณีท่ีวัตถุหมุนรอบแกน z ดังรูป 6.21 ขนาดของโมเมนตัมเชิงมุม Lz = Iω

ดังน้ันกฎการอนุรักษ์โมเมนตัมเชิงสามารถเขียนได้เป็น

Iiωi = Ifωf (6.42)

ตัวอย่างท่ี 5.10 แท่งวัตถุยาว l มวล M ถูกตึงท่ีจุดหมุน O ซึ่งไม่มีความฝืดปลายท้ังสอง
ข้างมีวัตถุทรงกลมมวล m1 และ m2 ติดอยู่ดังรูป 6.22 ระบบกำลังหมุนตามเข็มนาฬิกาใน
ระนาบ xy รอบจุดหมุน O จงหา

(ก) ขนาดของโมเมนตัมเชิงมุมของระบบน้ี

(ข) ขนาดของความเร่งเชิงมุมของระบบเม่ือแท่งวัตถุทำมุม θ กับแกน x
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�

m1

m2

θ

m1�g

m2�g

O
x

y

l

รูปท่ี 6.22: ระบบกำลังหมุนรอบจุด O ในทิศตามเข็มนาฬิกาเน่ืองจากมวล m2 > m1

วิธีทำ (ก) โมเมนต์ความเฉ่ือยท้ังหมดของระบบคือ

I =
1

12
Ml2 + m1

(
l

2

)2

+ m2

(
l

2

)2

=
l2

4

(
M

3
+ m1 + m2

)

ดังน้ันขนาดของโมเมนตัมเชิงมุมคือ

L = Iω =
l2

4

(
M

3
+ m1 + m2

)
ω

(ข) เน่ืองจากมวล m2 > m1 ทำให้วัตถุมีการหมุนรอบจุด O ในทิศทางตามเข็มนาฬิกา
ทอร์คท่ีกระทำต่อจุด O เน่ืองจากน้ำหนักของวัตถุมวล m1 คือ

τ1 = m1g
l

2
cos θ (�τ1 พุ่งออกจากระนาบกระดาษ)

และทอร์คท่ีกระทำต่อจุด O เน่ืองจากน้ำหนักของวัตถุมวล m2 คือ

τ2 = −m2g
l

2
cos θ (�τ2 พุ่งเข้าไปในระนาบกระดาษ)

ดังน้ัน ทอร์คลัพธ์ท่ีกระทำต่อระบบรอบจุดหมุน O จึงมีค่าเป็น
∑

τnet = τ1 + τ2 =
1

2
(m1 − m2)gl cos θ
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จากนิยามของทอร์ค
∑

τnet = Iα ทำให้เราสามารถหาค่า α ได้ดังน้ี

α =

∑
τnet

I
=

2(m1 − m2)g cos θ

l(M/3 + m1 + m2)

ตัวอย่างท่ี 5.11 โต๊ะวงกลมขนาดใหญ่มวล M = 100 กิโลกรัม รัศมี R = 2.0 เมตร
หมุนรอบแกนในแนวดิ่งโดยไม่มีความฝืด มีชานคนหน่ึงซึ่งมีมวล m = 60 กิโลกรัม ยืน
อยู่ท่ีขอบโต๊ะดังรูป 6.23 ณ ขณะน้ันอัตราเร็วเชิงมุมของระบบ (คนและโต๊ะ) มีค่าเท่ากับ
2 เรเดียน/วินาทีเม่ือชายคนดังกล่าวเดินอย่างช้าๆเข้าหาจุดศูนย์กลางวงกลมจงหาอัตราเร็ว
เชิงมุมของระบบน้ีเม่ือชายคนน้ีอยู่ท่ีระยะ 0.5 เมตร จากจุดศูนย์กลางวงกลม

�

� �

M

R

m

รูปท่ี 6.23: ชายคนหน่ึงกำลังเดินบนโต๊ะวงกลมท่ีหมุนได้อย่างอิสระ

วิธีทำ กำหนดให้ Ip คือโมเมนต์ความเฉ่ือยของแผ่นจานกลมรัศมี R และ Is คือ โมเมนต์
ความเฉ่ือยของเด็กผู้ชาย ดังน้ันในตอนเริ่มต้น โมเมนต์ความเฉ่ือยของระบบมีค่าเท่ากับ

Ii = Ip,i + Is,i =
1

2
MR2 + mR2

และเม่ือเด็กผู้ชายคนน้ีเดินมาถึงตำแหน่งท่ีอยู่ห่างจากจุดศูนย์กลางมวลของแผ่นวงกลมเป็น
ระยะ r จะได้ว่า โมเมนต์ความเฉ่ือยของระบบมีค่าเท่ากับ

If = Ip,f + Is,f =
1

2
MR2 + mr2
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ระบบไม่มีทอร์คลัพธ์ภายนอกมากระทำ ดังน้ันเราสามารถประยุกต์กฎการอนุรักษ์โมเมนตัม
เชิงมุมได้ดังน้ี

Li = Lf

Iiωi = Ifωf(
1

2
MR2 + mR2

)
ωi =

(
1

2
MR2 + mr2

)
ωf

ωf =

( 1
2
MR2 + mR2

1
2
MR2 + mr2

)
ωi

ωf =

(
200 + 240

200 + 15

)
(2.0 rad/s) = 4.1 rad/s

6.10 การเคลื่อนที่แบบไจโรสโคป (gyroscope motion)

ไจโรสโคป ประกอบด้วยล้อหมุนซึ่งติดตั้งไว้บนแกนในลักษณะซึ่งแกนจะหมุนเปลี่ยนทิศทาง
ได้อย่างอิสระ ดังรูป 6.24 โดยท่ีปลายด้านหน่ึงของแกนล้อหมุนตึงไว้ท่ีจุด O ท่ีระยะห่าง h

จากจุดศูนย์กลางมวลของล้อหมุน เม่ือให้ล้อหมุนรอบแกนด้วยความเร็วเชิงมุม �ω และมี
โมเมนตัมเชิงมุมในทิศทางตามแกนน้ัน �L = I�ω พิจารณาทอร์กท่ีกระทำต่อล้อหมุนท่ีจุด
O จะพบว่าแรงเน่ืองจากน้ำหนักของล้อหมุนเท่าน้ันท่ีทำให้เกิดทอร์กท่ีมีขนาดเป็น τ =

Mgh และมีทิศทางดังแสดงในรูป 6.24(a) ในช่วงเวลา dt จะมีการเปลี่ยนแปลงโมเมนตัม
เชิงมุม คือ d�L = �τdt ซึ่งทำให้โมเมนตัมเชิงมุมลัพธ์เป็นทิศไปจากเดิม แต่ขนาดคงเดิม
หมายความว่า แกนของไจโรสโคปจะมีการเคลื่อนท่ีไปรอบแกนคงท่ีอันหน่ึง การเคลื่อนท่ี
ของแกนหมุนในลักษณะแบบน้ี เรียกว่า การส่าย (precession) จากแผนภาพเวกเตอร์ในรูป
6.24(b) แสดงให้เห็นว่า ในช่วงเวลา dt เวกเตอร์โมเมนตัมเชิงมุมหมุนเป็นมุม dφ จากรูป
สามเหลี่ยมท่ีประด้วยเวกเตอร์ �Li , �Lf และ d�L จะเห็นว่า

sin(dφ) ≈ dφ =
dL

L
=

(Mgh)dt

L

จากนิยามของอัตราเร็วเชิงมุม ω = dφ/dt น่ันคือเราจะได้ อัตราเร็วของการส่าย ωp

ωp =
dφ

dt
=

Mgh

Iω
(6.43)
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h

O

�n

�τ

�Li

�Lf M�g

O

�Li

�Lf

d�L

dφ

(a) (b)

รูปท่ี 6.24: (a) ไจโรสโคปอย่างง่ายท่ีกำลังหมุนแบบส่าย และ (b) แผนภาพแสดงเวกเตอร์
การเปลี่ยนแปลงโมเมนตัมเชิงมุมเน่ืองจากมีทอร์กกระทำรอบจุด O

6.11 สมดุลของวัตถุแข็งเกร็ง

เม่ือมีแรงจากภายนอกหลายๆแรงกระทำต่อวัตถุ วัตถุจะอยู่ในสภาพสมดุลต่อการเลื่อนตำแหน่ง
เม่ือแรงลัพธ์ท่ีมากระทำต่อวัตถุมีค่าเป็นศูนย์ (

∑
�F = 0) และสมดุลต่อการหมุนเม่ือทอร์คลัพธ์

รอบจุดหมุนใดๆมีค่าเท่ากับศูนย์ (
∑

�τ = 0) น่ันคือเราได้เงื่อนไขสมดุลสถิต (Static Equal-
ibrium) ดังน้ี

∑
�F = 0 และ

∑
�τ = 0 (6.44)

พิจารณาแรงท่ีกระทำต่อวัตถุดังรูป 6.25 เม่ือแรงลัพธ์กระทำมีค่าเป็นศูนย์
∑

�F = �F1+ �F2+

�F3 + �F4 = 0 ตำแหน่งท่ีแรง �F1 กระทำต่อวัตถุโดยมีเวกเตอร์บอกตำแหน่งเทียบกับจุด O
เป็น �r1 ในทำนองเดียวกัน ตำแหน่งท่ีแรง �F2, �F3 และ �F4 มีเวกเตอร์บอกตำแหน่งเป็น
�r1, �r2 และ �r4 ตามลำดับ (ไม่แสดงในรูป) ดังน้ันทอร์คลัพธ์รอบจุด O คือ

∑
�τO = �r1 × �F1 + �r2 × �F2 + �r3 × �F3 + �r4 × �F4

พิจารณาท่ีจุดหมุนอื่นเช่นจุด O′ ซึ่งมีเวกเตอร์บอกตำแหน่งเป็น �r′ เทียบกับจุด O ตำแหน่ง
ท่ีแรง �F1 กระทำซึ่งเทียบกับจุด O′ ระบุด้วยเวกเตอร์บอกตำแหน่ง�r1 − �r′ และทำนอง
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เดียวกันสำหรับตำแหน่งท่ีแรงอื่นๆ กระทำ ดังน้ันทอร์ครอบจุด O′ คือ∑
�τ ′

O = (�r1 − �r′) × �F1 + (�r2 − �r′) × �F2 + (�r3 − �r′) × �F3 + (�r4 − �r′) × �F4

= �r1 × �F1 + �r2 × �F2 + �r3 × �F3 + �r4 × �F4 − �r′ × (�F1 + �F2 + �F3 + �F4)

เน่ืองจากแรงลัพธ์มีค่าเป็นศูนย์น่ันคือ ถ้าวัตถุอยู่ในสภาพสมดุลต่อการเลื่อนตำแหน่งและ
ทอร์คลัพธ์รอบจุดใดจุดหน่ึงมีค่าเป็นศูนย์แล้วทอร์คลัพธ์รอบจุดอื่นๆก็จะมีค่าเป็นศูนย์ด้วย
ตัวอย่างท่ี 5.12 จากรูปท่ี 6.26 จงหาขนาดของแรง �n ท่ีจุดหมุนของไม้กระดานแต่ละด้าน

�

�

�

�

�

�

�F1

�F2

�F3

�F4

�r1

�r′
O

O′

�r1 − �r′

รูปท่ี 6.25: สมดุลของวัตถุแข็งเกร็งเน่ืองจากแรงลัพธ์ท่ีกระทำเท่ากับศูนย์)

ของไม้กระดานมีพ่อและลูกสาวน่ังอยู่โดยท่ีพ่อมีน้ำหนัก 800 N และลูกสาวมีน้ำหนัก 350
N ถ้าหากคานอยู่ในสมดุลสถิต และจงหาตำแหน่งท่ีลูกสาวน่ังอยู่ห่างจากจุดหมุนเป็นระยะ
เท่าใด

วิธีทำ เม่ือระบบอยู่ในสมดุลสถิต ดังน้ันเงื่อนไขของสมดุลต่อการเลื่อนตำแหน่งคือ∑
Fy = 0

n − 800 − 350 − 40 = 0

n = 1190 N

และเงื่อนไขของสมดุลต่อการหมุนรอบจุดหมุน ∑
τ = 0

(800 N)(1.00 N) − (350 N)x = 0

x = 2.29 m
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�

�

�n

x1.00 m

350 N800 N 400 N

รูปท่ี 6.26: ระบบคานไม้กระดานท่ีอยู่ในสภาพสมดุลสถิต

ตัวอย่างท่ี 5.13 ชายคนหน่ึงถือวัตถุทรงกลมท่ีมีน้ำหนัก 50 N โดยทีปลายแขนอยู่ในแนวราบ
ดังรูป 6.27a ตำแหน่งท่ีกล้ามเน้ือยึดปลายแขนกับอยู่ห่างจากข้อต่อเป็นระยะ 3.00 cm และ
ทรงกลมอยู่ห่างจากข้อต่อเป็นระยะ 35 cm จงหาขนาดของแรงดึงข้ึนเน่ืองจากกล้ามเน้ือ
กระทำต่อต่อปลายแขนและแรงที่กดลงเน่ืองจากท่อนแขนบนกระทำต่อปลายแขนตรงข้อต่อ
(ถ้าไม่คิดน้ำหนักของปลายแขน)

Biceps
mg = 50.0 N

d = 3.00 cm
l = 35.0 cm

mg

d
l

�F

m�g
�R

l
d

O

(a) (b)

รูปท่ี 6.27: แรงท่ีกล้ามเน้ือยึดปลายแขนเม่ืออยู่ในสภาพสมดุลสถิต (a) และแผนภาพวัตถุ
อิสระ (b)

วิธีทำ เม่ือระบบสมดุลสถิตและใช้การประมาณระบบกล้ามเน้ือด้วยระบบเชิงกลดังรูป 6.27b
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ทำให้เห็นว่า แรงลัพธ์ท่ีกระทำต่อปลายแขนมีค่าเป็นศูนย์และทอร์คลัพธ์ท่ีกระทำต่อข้อต่อมี
ค่าเป็นศูนย์ น่ันคือ

∑
Fy = F − R − 50.0 N = 0 (1)∑
τ = Fd − mgl = 0 (2)

จากสมการ (2) ทำให้ได้ขนาดของแรง F ดังน้ี

F (3.00 cm) − (50.0 N)(35.0 cm) = 0

F = 583 N

และจากสมการ (1) ด้วยการแทนค่า F ท่ีได้จากสมการ (2) ทำใหได้แรงท่ีกดลงตรงบริเวณ
ข้อต่อเท่ากับR = 533 N

ตัวอย่างท่ี 5.14 ชายคนหน่ึงหนัก 600 N ยืนอยู่ท่ีระยะ 2 ห่างจากผนังบนคานไม้ยาว 8
m ท่ีปลายคานด้านหน่ึงผูกเชือกและโยงยึดติกกับผนังทำมุม 53 องศา กับคานท่ีวางอยู่ใน
แนวระดับดังรูป 6.28a คานไม้หนัก 200 N จงหาแรงตึงในเส้นเชือกและขนาดและทศทาง
ของแรงปฎิกิริยาท่ีผนังกระทำต่อปลายคานอีกด้าน

8.00m

�

53.0◦

(a)

θ 53◦

600 N
200 N

�R �T

(b)

รูปท่ี 6.28: คานไม้อยู่ในสมดุลสถิต (a) และแผนภาพวัตถุอิสระ (b)

วิธีทำ เงื่อนไขสมดุลต่อการเลื่อนตำแหน่ง
∑

Fx = R cos θ − T cos 53.0◦ = 0 (1)∑
Fy = R sin θ + T sin 53.0◦ − 600 N− 200 N = 0 (2)
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และเงื่อนไขสมดุลต่อการหมุนรอบจุดหมุนท่ีตำแหน่งปลายคานด้านท่ีติดกับผนังกำแพงจะ
ได้ิำ

∑
τ = (T sin 53.0◦)(8.00 m) − (600 N)(2.00 m) − (200 N)(4.00 m) = 0

T = 313 N

เม่ือแทนค่า T ลงในสมการ (1) และ (2) จะได้

R cos θ = 188 N (3)

R sin θ = 550 N (4)

สมการ (4) หารด้วยสมการ (3) ทำให้ได้มุม θ มีค่าเป็น

tan θ =
550

188
= 2.93

θ = tan−1(2.93) = 71.1◦

แลจากสมการ (3) จะได้ขนาดของแรงปฎิกิริยาท่ีผนังกำแพงกระทำต่อคานไม้ดังน้ี

R =
188

cos θ
=

188

cos 71.1◦
= 580 N

6.12 แบบฝึกหัด

1. เด็กสองคนซึ่งมีมวลเท่ากัน 25 กิโลกรัม น่ังอยู่คนละข้างของปลายคานหมุนซึ่งมี
ความยาว 2.6 เมตรและมีมวล 10 กิโลกรัม ถ้าคานหมุนในอัตรา 5 รอบต่อนาที รอบ
แกนในแนวดิ่งซึ่งผ่านกึ่งกลางของคาน

(ก) ถ้าเด็กท้ังสองน้ันเลื่อนท่ีขยับใกล้จุดศูนย์กลางเข้ามา 60 เซนติเมตร อัตราเร็ว
เชิงมุมของคานหมุนตอนน้ันจะเป็นเท่าใด

(ข) พลังงานจลน์ของการหมุนของระบบน้ีเปลี่ยนไปเท่าไร

2. วัตถุทรงกลมและทรงกระบอกซึ่งมีมวลและรัศมีเท่ากันปล่อยให้กลิ้งลงมาจากพ้ืนเอียง
เดียวกันพร้อมกัน วัตถุใดจะลงมาถึงปลายพื้นเอียงก่อนกัน และถ้าทรงกระบอกดังกล่าว
น้ันมีมวลและรัศมีไม่เท่ากัน ผลจะเป็นอย่างไร

3. ลูกกลมมวล 1 กิโลกรัม กลิ้งไปบนพื้นราบด้วยความเร็ว 20 เมตรต่อวินาที แล้ว
เคลื่อนข้ึนไปบนพ้ืนเอียงซึ่งทำมุม 30 องศากับแนวระดับ
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(ก) พลังงานจลน์ท้ังหมดของลูกกลมเป็นเท่าใด ขณะอยู่บนพ้ืนราบ

(ข) ลูกกลมจะข้ึนไปบนพ้ืนเอียงได้ไกลเท่าใด

4. ล้ออันหน่ึงมีมวล M รัศมี R มีเชือกเส้นหน่ึงผูกไว้กับเพดานแขวนล้อไว้ให้แกนล้ออยู่
ในแนวระดับเม่ือปล่อยให้ล้อเคลื่อนท่ีลงมาดังรูป 6.29 จงหาแรงตึงในเส้นเชือกและ
ความเร่งของการเคลื่อนท่ีของล้อน้ี

�

�T

M�g

z

R

รูปท่ี 6.29: โจทย์ปัญหาข้อท่ี 4

5. ระบบล้อและเพลาซึ่งมีโมเมนต์ของความเฉ่ือย 0.26 กิโลกรัม.เมตร2 ประกอบด้วยล้อ
หมุนขนาดรัศมี 20 เซนติเมตรและเพลาหมุนขนาดรัศมี 10 เซนติเมตร มีมวลถ่วง A
เท่ากับ 2 กิโลกรัม และมวล B เท่ากับ 6 กิโลกรัม ผูกเชือกพันไว้รอบล้อและเพลา
ดังรูป 6.30 ถ้าปล่อยให้เคลื่อนท่ีระบบล้อและเพลาจะหมุนด้วยอัตราเร่งเชิงมุมเท่าใด
และความตึงในเส้นเชือกแต่ละเส้นเป็นเท่าใด

�

A

B

RA

RB

รูปท่ี 6.30: โจทย์ปัญหาข้อท่ี 5

6. โครงสร้างรับน้ำหนักซึ่งประกอบด้วยคาน AB ขนาดสม่ําเสมอยาว 4 เมตร มีมวล 15
กิโลกรัมมีเชือก AC, CD, และ ไม้ยัน BC ซึ่งมีน้ำหนักเบาประกอบกันเป็นโครงสร้าง
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โดยตรึงไว้กับกำแพงด้วยบานพับท่ีปลายคาน B และโยงไว้ด้วยเส้นเชือก CD ใน
ลักษณะท่ีทำมุม θ เท่ากับ 37 องศา ดังรูป 6.31 ถ้ามีกล่องน้ำหนักมวล 90 กิโลกรัม
แขวนไว้ห่างจากปลายคาน A เป็นระยะ 1 เมตรจงคำนวณหา

(ก) ความตึงในเส้นเชือก CD

(ข) แรงท่ีบานพับกระทำต่อปลายคาน B

A B

C D

θ θ

W

รูปท่ี 6.31: โจทย์ปัญหาข้อท่ี 6

7. จากรูป 6.32 พันเชือกรอบทรงกระบอกขนาดสมํ่าเสมอมวล 3 กิโลกรัม รัศมี 10
เซนติเมตร และโมเมนต์ของความเฉ่ือยรอบแกนของทรงกระบอก 0.5 กิโลกรัม.เซนติเมตร2

เม่ือดึงปลายเชือกด้านนอกด้วยแรงขนาด 20 นิวตัน จงหาความเร่งเชิงมุมของการ
หมุนน้ี

�

�F

R

M

รูปท่ี 6.32: โจทย์ปัญหาข้อท่ี 7

8. มวล m1 และ m2 ผูกด้วยเชือกเบาแล้วนำไปคล้องผ่านล้อหมุนมวล M รัศมี R ตาม
รูป 6.33 มวล m1 วางอยู่บนพ้ืนท่ีมีความเสียดทาน โดยท่ีสัมประสิทธิ์ของความเสียด
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ทานจลน์เท่ากับ 0.2 เม่ือปล่อยให้เคลื่อนท่ี กำหนดให้ m1 = 10 กิโลกรัม m2 = 5

กิโลกรัม M = 5 กิโลกรัม และ R = 0.1 เมตร จงหา

(ก) ความเร่งของมวล m1 และ มวล m2

(ข) แรงตึงของเชือก

(ค) ความเร่งเชิงมุมของล้อหมุน

�
m1

m2

M

R

รูปท่ี 6.33: โจทย์ปัญหาข้อท่ี 8

9. ล้อมวล 500 กรัม มีโมเมนต์ความเฉ่ือย 0.015 กิโลกรัม.เมตร2 หมุนด้วยความถี่
30 รอบต่อนาทีล้อหมุนช้าลงจนหยุดน่ิง หลังจากหมุนไปได้ 163 รอบ จงคำนวณ
หาทอร์คท่ีทำให้ล้อหมุนช้าลง

10. ลูกข่างมีโมเมนต์ความเฉ่ือย 4 × 10−4 กิโลกรัม.เมตร2 มีเชือกพันรอบแกนด้านบน
ของลูกข่าง ดังรูป 6.34 เม่ือออกแรงดึงเชือกขนาดคงที่ F = 5.57 นิวตัน ทำให้ลูกข่า
งหมุนรอบแกนหมุน AA′ จงคำนวณหาอัตราเร็วเชิงมุมของลูกข่างเม่ือดึงเชือกท่ีพัน
ออกมาท้ังหมดเป็นระยะ 30 เซนติเมตร

�F

A

A′

รูปท่ี 6.34: โจทย์ปัญหาข้อท่ี 10
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บทท่ี 7

การเคลื่อนท่ีแบบออสซิลเลต

การเคลื่อนท่ีของวัตถุซึ่งมีลักษณะการสั่น (vibration) รอบตำแหน่งสมดุล หรืออาจจะพูด
อีกนัยหน่ึงคือว่าเป็นการเคลื่อนท่ีกลับไปกลับมาซ้ำรอยเดิมโดยท่ีอัมปลิจูด (ค่าการกระจัด
สูงสุด) ของวัตถุเทียบกับตำแหน่งสมดุลมีค่าคงท่ีหรือลดลงเรื่อยๆจนกระท่ังเป็นศูนย์ การ
เคลื่อนท่ีดังกล่าวเป็นการเคลื่อนท่ีแบบออสซิลเลต สำหรับการเคลื่อนท่ีแบบท่ีมีอัมปลิจูด
คงท่ี เรียกว่า การออสซิลเลตแบบซิมเปิลฮาร์โมนิกส์ (simple harmonic motion) ส่วนการ
เคลื่อนท่ีซึ่งอัมปลิจูดมีค่าลดลงเรื่อยๆ เรียกว่า การออสซิลเลตแบบมีความหน่วง (damped
oscillation)

7.1 การเคล่ือนที่แบบซิมเปิลฮาร์โมนิกส์

พิจารณาระบบมวลยึดกับสปริงดังรูปท่ี 7.1 สมมติว่าไม่มีความเสียดทานระหว่างผิวสัมผัส
ท้ังสอง เม่ือออกแรงดึงวัตถุมวล m จากตำแหน่งสมดุล (x = 0) แล้วปล่อยให้วัตถุเคลื่อนท่ี
อย่างอิสระ วัตถุมวล m จะถูกแรงดึงกลับของสปริง (restoring force, Fs) กระทำโดยท่ี

Fs = −kx (7.1)

ซึ่งแรงดังกล่าวจะมีทิศทางตรงข้ามกับการกระจัด น่ันคือแรงน้ีจะดึงวัตถุเข้าหาตำแหน่ง
สมดุลเสมอ ค่าคงท่ี k คือ ค่าคงท่ีของสปริง และเม่ือประยุกต์กฎการเคลื่อนท่ีข้อท่ีสองของ
นิวตันกับระบบน้ีทำให้ได้ว่า ความเร่งของวัตถุจะมีทิศตรงข้ามกับการกระจัดเสมอ ดังน้ี

Fs = −kx = ma

a = − k

m
x (7.2)
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x

x

x

�Fs

�Fs

�Fs = 0

x = 0

�x

�x

(a)

(b)

(c)

รูปท่ี 7.1: ระบบมวลยึดกับสปริง

การเคลื่อนท่ีของวัตถุดังกล่าวจะเห็นว่า ความเร่งของวัตถุเป็นสัดส่วนโดยตรงกับการกระจัด
ของวัตถุและมีทิศตรงข้ามกับการกระจัดน้ี เรียกการเคลื่อนท่ีในลักษณะแบบน้ีว่า การเคลื่อนท่ี
แบบซิมเปิลฮาร์โนนิกส์ (simple harmonic motion, SHM) การเปลี่ยนแปลงการกระจัดกับ
เวลาดังแสดงในรูป 7.2 บรรยายด้วยสมการ

x(t) = A cos(ωt + φ) (7.3)

เม่ือ ω เรียกว่า ความถี่เชิงมุม (angular frequency) A เรียกว่า อัมปลิจูด (amplitude) ซึ่งก็
คือ การกระจัดสูงสุดและ φ คือค่าคงท่ีมุมเฟส จากสมการ 7.3 จะเห็นว่าเป็นฟังก์ชันคาบ คือ
จะมีลักษณะซ้ำตัวเองทุกช่วงเวลาท่ีค่า ωt เพ่ิมข้ึนเป็น 2π เรเดียน น่ันคือ คาบ (period, T )
จึงหมายถึงเวลาท่ีอนุภาคหรือวัตถุใช้ในการเคลื่อนท่ีครบรอบ คาบของการเคลื่อนท่ีสัมพันธ์
กับความถี่เชิงมุมดังน้ี เพราะว่าเฟส ωt + φ เพ่ิมข้ึน 2π ในเวลา T ทำให้ได้

ωt + φ + 2π = ω(t + T ) + φ

ωT = 2π

T =
2π

ω
(7.4)
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x

t

−A

A

φ/ω

T

รูปท่ี 7.2: การกระจัดของวัตถุท่ีเป็นฟังก์ชันของเวลา

ส่วนกลับของคาบ เรียกว่า ความถี่ (frequency, f ) น่ันคือเราจะได้ความสัมพันธ์ของปริมาณ
ความถี่กับคาบดังน้ี

f =
1

T
=

ω

2π
(7.5)

ω = 2πf =
2π

T
(7.6)

7.1.1 ความเร็ว และความเร่งของการเคลื่อนท่ีแบบ SHM

จากสมการการกระจัดของการเคลื่อนท่ีแบบซิมเปิลฮาร์โมนิกส์ เรานำวิเคราะห์หาความเร็ว
และความเร่งของวัตถุได้ดังน้ีคือ

x = A cos(ωt + φ)

v =
dx

dt
= −ωA sin(ωt + φ) (7.7)

a =
dv

dt
= −ω2A cos(ωt + φ) = −ω2x (7.8)

จากสมการของความเร็วและความเร่งจะพบว่าเฟสของความเร็วต่างจากเฟสของการกระจัด
เป็นมุม 90◦ น่ันคือเม่ือ x มีค่ามากสุดหรือต่ำสุด ความเร็วมีค่าเป็นศูนย์ ในทำนองเดียวกัน
เม่ือ x = 0 อัตราเร็วมีค่าสูงสุด ในขณะท่ีเฟสของความเร่งต่างจากเฟสของการกระจัดเป็น
มุม 180◦ น่ันคือ เม่ือ x มีค่าสูงสุดความเร่งก็มีค่าสูงสุดด้วยเช่นกันแต่มีทิศตรงกันข้าม ดัง
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แสดงในรูปท่ี 7.3 และขนาดของความเร็วและความเร่งสูงสุดมีค่าเป็น

vmax = ωA (7.9)

amax = ω2A (7.10)

t

t

t

x

v

a

o

o

o

vi

xi
A

vmax = ωA

amax = ω2A

(a)

(b)

(c)

รูปท่ี 7.3: กราฟแสดงการกระจัด (a) ความเร็ว (b) และความเร่ง (c) ของวัตถุท่ีเป็นฟังก์ชัน
ของเวลา

7.1.2 ความถี่เชิงมุมของการส่ันแบบ SHM

ในการวิเคราะห์หาความถี่ของระบบท่ีมีการเคลื่อนท่ีแบบ SHM น้ีจะมีแนวปฏิบัติคล้ายๆ
กัน สำหรับในท่ีน้ีเราจะพิจารณาการหาความถ่ีของระบบมวลยึดกับสปริง ดังแสดงในรูป 7.4
จากหัวข้อท่ีผ่านมาเราจะเห็นว่าขนาดความเร่งจะแปรผันตรงกับการกระจัดดังน้ีคือ

a =
d2x

dt2
= − k

m
x

ถ้ากำหนดให้ ω2 = k
m
และแทนค่าลงในสมการทำให้

d2x

dt2
= −ω2x (7.11)

เม่ือแทนค่าการกระจัดสมการท่ี 7.3 และความเร่ง สมการท่ี 7.7 ลงในสมการ 7.11
d2x

dt2
= −ω2A cos(ωt + φ) = −ω2x
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พบว่าท้ังสองข้างเท่ากัน น่ันหมายความว่า สมการการกระจัด x = A cos(ωt + φ) เป็นผล
เฉลยหน่ึงของสมการการเคลื่อนท่ีแบบ SHM และจากความสัมพันธ์ของความถี่เชิงมุมทำให้
ได้ สำหรับระบบมวลยึดกับสปริง ความถี่เชิงมุมของการออสซิลเลตแบบ SHM คือ

ω =

√
k

m
(7.12)

นอกจากน้ีคาบและความถ่ีของการออสซิลเลตของระบบน้ีมีค่าเป็นดังน้ีคือ

T =
2π

ω
= 2π

√
k

m
(7.13)

f =
1

T
=

1

2π

√
k

m
(7.14)

จากสมการจะเห็นความถี่และคาบของระบบมวลยึดกับสปริงจะข้ึนอยู่กับมวลของวัตถุและ
ค่าคงท่ีของสปริง

x

x

x

�a

�a

�a = 0

x = 0

x

x

(a)

(b)

(c)

m

m

m

รูปท่ี 7.4: การออสซิลเลตของวัตถุมวล m ท่ียึดติดกับสปริง

ตัวอย่างท่ี 1 วัตถุอันหน่ึงกำลังเคลื่อนท่ีแบบซิมเปิลฮาร์โมนิกส์ซึ่งมีสมการการกระจัดเป็น
ดังน้ี

x = 4 cos(πt +
π

4
)
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เม่ือ x และ t มีหน่วยเป็นเมตรและวินาที ตามลำดับ จงหา
(ก) อัมปลิจูด ความถี่ และคาบของการเคลื่อนท่ีน้ี
(ข) ความเร็วและความเร่งของวัตถุท่ีเวลา t ใดๆ
(ค) ใช้ผลท่ีได้จากข้อ (ข) หาตำแหน่ง ความเร็ว และความเร่งท่ีเวลา t = 1 วินาที
(ง) ความเร็วสุงสุดและความเร่งสูงสุด

วิธีทำ โดยเทียบกับสมการการกระจัดในรูปท่ัวๆไป x = A cos(ωt + φ) ทำให้ได้
(ก) อัมปลิจูด : A = 4 เมตร ความถ่ี: f = ω

2π
= π

2π
= 1

2
= 0.5 เฮิร์ทซ์

และ คาบ: T = 1
f

= 1
0.5

วินาที

(ข) ความเร็วและความเร่งท่ีเวลาใดหาได้ดังน้ี

v =
dx

dt
=

d

dt

(
4 cos(πt +

π

4
)
)

= −4π sin
(
πt +

π

4

)
a =

dv

dt
=

d

dt

(
−4 sin(πt +

π

4
)
)

= −4π2 cos
(
πt +

π

4

)
(ค) การกระจัด ความเร็วและความเร่งท่ีเวลา t = 1 วินาที

x = 4 cos
(
π(1) +

π

4

)
= 4 cos

(
5π

4

)
= −2.83

v = −4π sin
(
π(1) +

π

4

)
= −4π sin

(
5π

4

)
= −8.89

a = −4π2 cos
(
π(1) +

π

4

)
= −4π2 cos

(
5π

4

)
= 27.90

(ง) ความเร็วสูงสุดและความเร่งสูงสุด

vmax = ωA = 4π = 12.6

amax = ω2A = 4π2 = 39.5

7.2 พลังงานของการออสซิลเลตแบบซิมเปิลฮาร์โมนิกส์

พลังงานรวมของระบบ (E) มวลยึดกับสปริงท่ีมีการออสซิลเลตแบบ SHM คือผลรวมพลังงาน
จลน์ (K) กับพลังงานศักย์ (U)

E = K + U =
1

2
mv2 +

1

2
kx2 (7.15)
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เม่ือแทนค่า x = A cos(ωt + φ) และ v = −ωA sin(ωt + φ) ลงในสมการ 7.15 จะได้

K =
1

2
mω2A2 sin2(ωt + φ) (7.16)

U =
1

2
kA2 cos2(ωt + φ) (7.17)

E =
1

2
kA2

(
sin2(ωt + φ) + cos2(ωt + φ)

)
E =

1

2
kA2 (7.18)

พลังงานรวมของระบบการออสซิลเลตแบบ SHM มีค่าคงท่ีตลอดและมีค่าเป็นสัดส่วนโดย
ตรงกับอัมปลิจูดยกกำลังสองการเปลี่ยนแปลงค่าพลังงานจลน์และพลังงานศักย์ระหว่างการ
เคลื่อนท่ีแบบ SHM แสดงดังรูป 7.5 จากรูปจะเห็นว่าผลรวมของพลังงานท้ังสองมีค่าคงท่ี
ตลอดเวลา น่ันคือ เรากล่าวได้ว่า สำหรับระบบท่ีมีการออสซิลเลตแบบซิมเปิลฮาร์โมนิกส์
พลังงานรวมของระบบมีค่าคงตัว

t

K, U

1
2
kA2

A = 0

U

K

x
O−A A

K, U

(a)

(b)

รูปท่ี 7.5: การเปลี่ยนแปลงพลังงานจลน์และพลังงานศักย์ของการออสซิลเลตแบบ SHM
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ตัวอย่างท่ี 2 วัตถุมวล m = 0.5 kg ยึดติดกับสปริงมวลเบาท่ีมีค่าคงท่ีของสปริงk = 20

N/m ออสซิลเลตในแนวระดับบนพ้ืนไม่มีความเสียดทาน จงคำนวณหา
(ก) พลังงานรวมของระบบและอัตราเร็วสูงสุดเม่ืออัมปลิจูด A = 30 cm
(ข) ความเร็วของวัตถุเม่ือการกระจัด 2.0 cm

วิธีทำ (ก) จากสมการพลังงานรวมของระบบจะได้

E = K + U =
1

2
kA2 =

1

2
(20)(3.0 × 10−2)2

E = 9.0 × 10−3 J

เม่ือวัตถุอยู่ท่ี x = 0 เรารู้ว่า U = 0 และ E = 1
2
mv2

max ดังน้ัน

1

2
kv2

max = 9.0 × 10−3

vmax =

√
18.0 × 10−3

0.5
= 0.19 m/s

(ข) ความเร็วของวัตถุ ณ ตำแหน่ง x = 2.0 หาได้จาก

E = K + U =
1

2
mv2 +

1

2
kx2 =

1

2
kA2

v = ±
√

k

m
(A2 − x2) = ±ω

√
(A2 − x2)

v = ±
√

20

0.5
[(0.03)2 − (0.02)2]

v = ±0.141 m/s

7.3 การประยุกต์การเคลื่อนที่แบบ SHM

7.3.1 ลูกตุ้มนาฬิกาอย่างง่าย

การแกว่งของลูกตุ้มนาฬิกาก็เป็นตัวอย่างหน่ึงของการออสซิลเลตแบบ SHM ถ้าเราประมาณ
ว่ามุมของแกว่งไม่โตมากน้ัน(≤ 10◦) พิจารณาลูกตุ้มนาฬิกาอย่างง่าย (simple pendulum)
ดังรูป 7.6 แรงท่ีกระทำต่อลูกตุ้มมวล m คือตึงของเส้นเชือก �T และแรงโน้มถ่วงของ
โลก m�g และองค์ประกอบของแรงโน็มถ่วงในแนวเส้นสัมผัส mg sin θ จะดึงวัตถุเข้าหามุม
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s

θ

L �T

m

m�g

mg sin θ
mg cos θθ

รูปท่ี 7.6: การแกว่งของลูกตุ้มนาฬิกาอย่างง่าย

θ = 0 เสมอ และมีทิศตรงข้ามกับการกระจัดเชิงมุม ดังน้ันจากกฎนิวตันข้อท่ีสองสำหรับ
การเคลื่อนท่ี จะได้ว่า ∑

Ft = −mg sin θ = m
d2s

dt2
(7.19)

เม่ือ s คือการกระจัดของลูกตุ้มท่ีวัดตามส่วนโค้ง เพราะว่า s = Lθ และ L มีค่าคงท่ี จาก
สมการ 7.19 ทำให้ได้

d2θ

dt2
= − g

L
sin θ (7.20)

โดยการประมาณ sin θ ≈ θ ทำให้สมการ 7.20 เขียนใหม่ได้เป็น
d2θ

dt2
= − g

L
θ (7.21)

น้ีคือสมการการเคลื่อนท่ีแบบซิมเปิลฮาร์โมนิกส์ของลูกตุ้มนาฬิกาอย่างง่าย และมีผลเฉลย
ของสมการน้ีอยู่ในรูปแบบθ = θmax cos(ωt + φ) เม่ือ θmax คือ การกระจัดเชิงมุมสูงสุด
(maximum angular displacement) และมีความถี่ของการออสซิลเลตเป็น

ω =

√
g

L
(7.22)

และคาบของการออสซิลเลตเป็น

T =
2π

ω
= 2π

√
L

g
(7.23)

จากสมการ 7.23 จะเห็นว่า คาบและความถี่การแกว่งของลูกตุ้มนาฬิกาอย่างง่ายข้ึนอยู่กับ
ความยาวของเส้นเชือกและความเร่งโน้มถ่วงของโลกเท่าน้ัน
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7.3.2 ลูกตุ้มฟิสิคัล (physical pendulum)

พิจารณาวัตถุท่ีรูปร่างใดๆ ซึ่งมีมวล M ถ้าวัตถุทำให้หมุนรอบจุดใดๆโดยท่ีจุดหมุนไม่ผ่าน
ตรงจุดศูนย์กลางมวลวัตถุ (center of mass, CM) เม่ือปล่อยให้มีการเคลื่อนท่ีวัตถุจะออส
ซิลเลตรอบจุดหมุนน้ี เราเรียกว่าการแกว่งของวัตถุในลักษณะดังกล่าวว่า physical pendu-
lum ดังรูป 7.7 จะเห็นว่าแรงโน้มถ่วงของโลกจะทำให้เกิดทอร์ครอบจุดหมุน O ด้วยขนาด
mgd sin θ และโดยใช้กฏการเคลื่อนท่ี

∑
τ = Iα เม่ือ I คือโมเมนต์ความเฉ่ือยรอบจุดหมุน

O น่ันคือ

�

�
CM

O

m�g

d

d sin θ

θ

Pivot

รูปท่ี 7.7: การแกว่งของลูกตุ้มฟิสิคัล

−mgd sin θ = I
d2θ

dt2

โดยใช้การประมาณเช่นเดียวกันคือ sin θ ≈ θ ทำให้เขียนใหม่ได้เป็น

d2θ

dt2
= −

(
mgd

I
θ

)
= −ω2θ (7.24)

คำตอบของสมการ 7.24 คือ θ = θmax cos(ωt + φ) ซึ่งมีความถี่เชิงมุมและคาบของการ
แกว่งเป็น

ω =

√
mgd

I
(7.25)

T =
2π

ω
= 2π

√
I

mgd
(7.26)
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7.3.3 Torsional Pendulum

พิจาณาแผ่นวงกลมท่ียึดติดเพดานด้วยแท่งเล็กๆดังรูป 7.8 เม่ือออกแรงบิดวัตถุเป็นเล็กๆ
รอบแกนในแนวดิ่งและปล่อยให้วัตถุมีการออสซิลเลตรอบแกนน้ี ลักษณะการเคลื่อนท่ีแบบ
น้ีเรียกว่า torsional pendulum ทอร์คของการหมุนรอบแกนในแนวดิ่งม่ีเท่ากับτ = −κθ

เม่ือ κ คือ ค่าคงท่ีของการบิด (torsional constant) เป็นค่าท่ีข้ึนอยู่กับวัสดุท่ีใช้ทำเป็นแท่ง
ยึด โดยการประยุกต์กฎการเคลื่อนท่ี

�O θmax

P

รูปท่ี 7.8: การแกว่งของ torsional pendulum

∑
τ = Iα = I

d2θ

dt2

−κθ = I
d2θ

dt2

d2θ

dt2
= −κ

I
θ = −ω2θ (7.27)

จะเห็นว่าวัตถุจะมีการแกว่งด้วยความถี่และคาบเป็นดังน้ีคือ

ω =

√
κ

I
(7.28)

T = 2π

√
I

κ
(7.29)

7.4 การออสซิลเลตแบบมีความหน่วง

การเคลื่อนท่ีแบบออสซิลเลตส่วนใหญ่จะมีการสูญเสียพลังงานอยู่ตลอดเวลาขณะเคล่ือนท่ี
เน่ืองจากมีแรงต้าน เช่น แรงเสียดทาน ทำให้การเคลื่อนท่ีถูกหน่วงไว้ การออสซิลเลตแบบ
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น้ีเรียกว่า การออสซิลเลตแบบมีความหน่วง (damped oscillation) ในรูปท่ี 7.9 พิจาณาการ
เคลื่อนท่ีของวัตถุมวล m ยึดติดกับสปริงท่ีมีค่า k แขวนในแนวดิ่ง แล้วนำไปจุ่มในของเหลว
เม่ือทำให้วัตถุมีการออสซิลเลตวัตถุจะมีแรงหน่วงในของเหลวกระทำตลอดเวลา โดยท่ีแรง

m

รูปท่ี 7.9: การออสซิลเลตแบบมีความหน่วง

หน่วง (retard force, �R) มีค่าเป็น
�R = −b�v (7.30)

เม่ือ b คือสัมประสิทธิ์ของความหน่วง (damping coefficient) และแรงหน่วงน้ีจะมีค่าเป็น
สัดส่วนโดยตรงกับความเร็วของวัตถุ แรงดึงกลับของสปริง �Fr = −kx และโดยการประยุกต์
กฎของนิวตันข้อท่ีสองสำหรับการเคลื่อนท่ีน้ีทำให้ได้

∑
Fx = Fr + R = −kx − bv = ma

−kx − b
dx

dt
= m

d2x

dt2

d2x

dt2
+

b

m

dx

dt
+

k

m
x = 0

เม่ือแรงหน่วงมีค่าน้อย (b มีค่าน้อยๆ) เปรียบเทียบค่าสูงสุดของแรงดึงกลับของสปริง เรา
จะได้คำตอบของสมการน้ีอยู่ในรูป

x = Ae − b

2m
t cos(ωt + φ) (7.31)
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ซึ่งมีความถี่ของการออสซิลเลตเป็น

ω =

√
k

m
−
(

b

2m

)2

(7.32)

ω =

√
ω2

0 −
(

b

2m

)2

(7.33)

เม่ือ ω0 คือ ความถี่ของการออสซิลเลตขณะท่ีไม่มีความหน่วงหรือเรียกว่า ความถี่ธรรมชาติ
(natural frequency) ลักษณะการออสซิลเลตแบบมีความหน่วงแสดงดังรูป 7.10 ซึ่งจะเห็น
ว่าการกระจัดของวัตถุจะลดลงเรื่อยๆตามเวลาจนกระท่ังเป็นศูนย์ โดยท่ัวไปเพ่ือความสะดวก

x

t

A

O

Ae−
b

2m
t

รูปท่ี 7.10: การเปลี่ยนแปลงของการกระจัดกับเวลา

ในการแยกแยะว่าเม่ือไหร่ระบบจะออสซิลเลตแบบมีความหน่วงน้ัน ได้ทำการกำหนดเงื่อนไข
ของการเกิดการออสซิลเลตไว้ดังน้ีคือ

• เม่ือแรงหน่วงสูงสุด Rmax = bvmax < kA ระบบจะเคลื่อนท่ีแบบออสซิลเลต เรียกว่า
underdamped
• เม่ือค่า b

2m
= ω0 ระบบไม่มีการออสซิลเลต เรียกว่า critically damped

• เม่ือแรงหน่วงสูงสุด Rmax = bvmax > kA และ b
2m

> ω0 ระบบไม่มีการออสซิลเลตเรียก
ว่า overdamped

ลักษณะการเคลื่อนท่ีท้ังสามกลุ่มแสดงในรูป 7.11 ซึ่งการกระจัดของวัตถุจะลดลงเข้าหา
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ตำแหน่งสมดุล (x = 0) วัตถุจะจะแสดงพฤติกรรมการเคลื่อนท่ีแบบออสซิลเลตก็ต่อเม่ือ
อยู่ในสภาวะ underdamped เท่าน้ัน ถ้าตัวกลางมีความหนืดมากแรงต้านจะมีค่ามากกว่าแรง

x

t

A

O

underdamped

critical damped

overdamped

รูปท่ี 7.11: การเคลื่อนท่ีแบบ underdamed, critically damped และ overdamped

ดึงกลับ น่ันคือ ถ้า Rmax = kvmax > kA และ b/2m > ω0 ซึ่งเรียกว่า overdamped ใน
สภาวะน้ีระบบจะไม่มีการออสซิลเลตแต่จะถูกดึงกลับเข้าสู่ตำแหน่งสมดุลและหยุดน่ิง เม่ือ
ความหน่วงมีค่าเพ่ิมข้ึนเวลาท่ีใช้ในการนำระบบเข้าสู่สมดุลจะเพ่ิมข้ึนด้วย

ในหลายกรณีท่ีมีความเสียดทานปรากฎอยู่ในระบบ ระบบอาจจะอยู่ในสภาวะ over-
damped หรือ underdamped พลังงานของระบบจะค่อยๆลดลงจนกระท่ังเป็นศูนย์ พลังงาน
เชิงกลท่ีสูญเสียไปกลายเป็นพลังงานภายในของตัวกลางน้ัน

ตัวอย่างท่ี 3 ลูกตุ้มนาฬิกาอันหน่ึงประกอบด้วยทรงกลมอะลูมิเนียมแขวนไว้ด้วยเส้นเชือก
ยาว � เมตร พบว่าในเวลา 27 นาที อัมปลิจูดลดลงจาก 6.00◦ ไปเป็น 5.40◦ ให้หาค่า
γ = b

2m
มีค่าเป็นเท่าไหร่ และจงสรุปว่าแรงต้านของอากาศจะมีผลต่อคาบของการออสซิ

ลเลตของลูกตุ้มนาฬิกาอย่างไร

วิธีทำ จากสมการของการเปลี่ยนแปลงอัมปลิจูดกับเวลาสำหรับการออสซิลเลตแบบมีความ
หน่วงคือ

A′ = Ae−γt
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หรือเขียนใหม่ได้เป็น γ = 1
t
ln A

A′

แทนค่า t = 27 นาที เท่ากับ 1.62 × 103 วินาที และ A = 6.00◦ และ A′ = 5.40◦ จะได้

γ =
1

1.62 × 103
ln

6.00◦

5.40◦
= 6.56 × 10−4 s−1

ในกรณีของลูกตุ้มนาฬิกา ความถี่ของการออสซิลเลตกำหนดโดย

ω =

√
(ω0)2 − (

b

2m
)2 =

√
g

�
− γ2

ดังน้ันคาบของการแกว่งเป็น

T =
2π

ω
=

2π√
g/� − γ2

แทนค่า g/� = 9.80 s−2 และ γ2 = 4 × 10−7 s−2 จะพบว่าค่าของ γ2 มีค่าน้อยมากเทียบ
กับ g/� ดังน้ัน คาบของการออสซิลเลตจึงมีค่าเป็น

T = 2π

√
g

�
= 2.01 s

แสดงว่าแรงต้านทานของอากาศไม่มีผลต่อคาบของการออสซิลเลตของลูกตุ้มนาฬิกาแต่จะ
มีผลต่ออัมปลิจูดของการออสซิลเลต โดยทำให้อัมปลิจูดมีค่าลดลง

7.5 การออสซิลเลตเมื่อมีแรงกระทำ (forced oscillations)

จากหัวข้อท่ีผ่านมาจะพบว่าในการออสซิลแบบมีความหน่วงน้ันพลังงานของระบบจะลดลง
เรื่อยๆแต่อย่างไรก็ ตามเราสามารถชดเชยพลังงานท่ีสูญเสียไปได้โดยการกระตุ้นจากแรง
ภายนอก เช่น สมมติแรงภายนอกท่ีมากระตุ้นมีลักษณะเป็นคาบ F = Fext cos ωt เม่ือ ω

คือ ความถี่เชิงมุมของแรงกระตุ้น และ Fext คือค่าคงท่ี โดยการเพ่ิมแรงน้ีเข้าไปในสมการ
ของการออสซิลเลตแบบมีความหน่วง จะได้ดังน้ี

Fext cos ωt − kx − b
dx

dt
= m

d2x

dt2
(7.34)

ผลเฉลยของสมการ 7.34 เป็นดังน้ี

x = A cos(ωt + φ) (7.35)
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ω0
ω

A(ω)

0

b = 0
underdamped

Small b

Large b

รูปท่ี 7.12: กราฟแสดงความสัมพันธ์ระหว่างอัมปลิจูดกับความถี่เชิงมุมของการออสซิลเลต
แบบมีแรงกระตุ้น

เม่ือ A คืออัมปลิจูดของการออสซิลเลต และมีค่าเป็น

A =
Fext/m√

(ω2 − ω2
0)

2 +
(

bω
m

)2 (7.36)

ข้อสังเกตุคือว่าระบบจะออสซิลเลตด้วยความถี่เดียวกันกับความถี่ของแรงกระตุ้นจากภายนอก
จากสมการท่ี 7.36 จะพบว่า อัมปลิจูดของการออสซิลเลตจะมีค่าสูงมากเม่ือความถี่ของ
แรงกระตุ้นมีค่าใกล้เคียงกับความถี่ธรรมชาติ (ω0) เราเรียกปรากฎการณ์น้ีว่า การกำทอน
(resonance) และด้วยเหตุน้ีบางครั้งเราจึงเรียก ω0 ว่า ความถี่กำทอนของระบบ (resonance
frequency)

การออสซิลเลตด้วยอัมปลิจูดโตมากๆ ท่ีความถี่กำทอนก็เพราะว่าพลังงานถูกส่งเข้า
ไปในระบบได้มากท่ีสุด เพ่ือให้เห็นภาพชัดข้ึนลองพิจารณาจากนิยามของอัตราการส่งผ่าน
พลังงานซึ่งก็คือกำลังงาน กำหนดเป็นดังน้ี

P =
dW

dt
=

�F · �s
dt

= �F · �s

dt

P = �F · �v

เน่ืองจาก v = dx/dt = −Aω sin(ωt + φ) และ F = Fext cos(ωt + φ) ดังน้ันจะพบว่า
ผลคูณของแรงกระตุ้น �F และความเร็วของการออสซิลเลต �v จะมีค่าสูงสุดเม่ือปริมาณท้ัง
สองมีเฟสตรงกัน น่ันคืออัตราการส่งพลังงานจะเกิดข้ึนมากท่ีสุดน่ันเอง
ในรูปท่ี 7.12 เป็นกราฟความสัมพันธ์ระหว่างอัมปลิจูดกับความถี่เชิงมุมของแรงกระตุ้นซึ่ง
มีและไม่มีความหน่วง จะเห็นว่าอัมปลิจูดจะเพ่ิมข้ึนเม่ือสัมประสิทธิ์ของความหน่วงมีค่าลด
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ลง (b → 0) และกราฟของการเกิดกำทอนจะมีความกว้างเพ่ิมข้ึนเม่ือสัมประสิทธิ์ของความ
หน่วงมีค่าเพ่ิมข้ึน จากสมการท่ี 7.36 อัมปลิจูดจะเข้าหาค่าอนันต์ เม่ือ ω → ω0 หรือ
พูดอีกนัยหน่ึงคือไม่มีการสูญเสียพลังงานภายในระบบ พฤติกรรมของระบบออสซิลเลตท่ี
มีแรงกระตุ้นหลังจากท่ีนำแรงภายนอกออกไปแล้วจะข้ึนอยู่กับค่า b และค่าของ ω ว่าเข้า
ใกล้ค่า ω0 มากน้อยแค่ไหน คุณภาพของพฤติกรรมดังกล่าวบ่งบอกด้วยปริมาณท่ีเรียกว่า
แฟคเตอร์คุณภาพ (quality factor, Q) ถ้าระบบเข้าใกล้สภาวะ underdamped ค่า Q จะมี
ค่าสูง และอัมปลิจูดจะลดลงด้วยแฟคเตอร์ของ e(= 2.718 . . . ) ในวงรอบ Q/π การเกิด

A B

1

2

3

4

5

P

รูปท่ี 7.13: การสาธิตของการเกิดกำทอนของลูกตุ้มนาฬิกา

กำทอนสามารถแสดงใหเห็นได้โดยการทดลองคือเอาเชือกชนิดเดียวกันมาทำลูกตุ้มนาฬิกา
หลายๆอันท่ีมีความยาวต่างๆกัน และแขวนอยู่บนเชือก AB ซึ่งเป็นเชือกชนิดเดียวกันกับ
ลูกตุ้มนาฬิกา ดังแสดงในรูปท่ี 7.13 ถ้าเราทำให้ลูกตุ้ม P แกว่ง ลูกตุ้มอีท 5 อันก็จะแกว่ง
ด้วย ท้ังน้ีเน่ืองจากเกิดการถ่ายทอดพลังงานจากลูกตุ้ม P ไปยังลูกตุ้มท้ัง 5 อัน จากการ
แกว่งของลูกตุ้มท้ัง 5 อัน พบว่าลูกตุ้มอันท่ี 3 จะแกว่งด้วยอัมปลจูิดมากท่ีสุด เพราะว่าลูก
ตุ้มท่ี 3 มีความยาวเท่ากับลูกตุ้ม P น่ันคือมีความถี่ธรรมชาติเท่ากัน

ตัวอย่างของการเกิดกำทอนในชิวิตประจำวัน คือ การปรับเครื่องรับคลื่นวิทยุให้ตรง
กับความถี่ของคลื่นวิทยุท่ีส่งออกมาจากสถานีวิทยุ ซึ่งผลท่ีได้จะทำให้เราสามารถรับฟังรายการ
จากสถานีน้ันได้ นอกจากน้ียังมีตัวอย่างของการเกิดกำทอนเน่ืองจากออสซิลเลตของสะพาน
ทาโกมา ท่ีเมืองวอชิงตัน ประเทศสหรัฐอเมริกา โดยแรงลมของพายุทำให้สะพานเกิดการออ
สซิลเลตด้วยอัมปลิจูดเพ่ิมสูงข้ึนเกินกว่าโครงสร้างจะรับไว้ได้ และเหตุการณ์ครั้งน้ันทำให้
สะพานน้ันพังทะลายลงมาดังปรากฎในรูป 7.14
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รูปท่ี 7.14: สพานทาโกมา (Tagoma) ทีเมือง วอชิงตัน ในปี 1940 ถูกลมพายุพัดโดย
ลมพายุน้ีได้ทำให้สะพานเกิดการออสซิลเลตด้วยความถี่เท่ากับความถี่ธรรมชาติและทำให้
เกิดการกำทอนข้ึน (a) ภาพสะพานก่อนเกิดกำทอน และ (b) หลังเกิดกำทอนและสะพาน
พังทะลายลงมา

7.6 แบบฝึกหัด

1. ในเครื่องยนต์ ลูกสูบจะออสซิลเลตแบบซิมเปิลฮาร์โมนิกส์ โดยท่ีการกระจัดของลูก
สูบสอดคล้องกับสมการน้ี

x = (5.0 cm) cos(2t +
pi

6
)

เม่ือ x มีหน่วยเป็นเซนติเมตร และ t มีหน่วยเป็นวินาที ท่ีเวลา t = 0 จงหา
(ก) การกระจัด ความเร็ว และความเร่ง
(ข) คาบและอัมปลิจูดของการเคลื่อนท่ีน้ี

2. สปริงถูกยืดออกเป็นระยะ 3.9 cm เม่ือมีมวล 10 kg แขนอยู่ ถ้านำมวลขนาด 25 kg
ไปยึดกับสปริงน้ีแล้วมีการออสซิลเลตแบบ SHM จงหาคาบของการเคลื่อนท่ีน้ี

3. มวลขนาด 1 kg ยึดติดกับสปริงท่ีมีค่าคงท่ีของสปริง k = 25 N/m ออสซิลเลตใน
แนวระดับบนพื้นท่ีไม่มีความเสียดทาน ณ ท่ีเวลา t = 0 มวลถูกปล่อยจากตำแหน่ง
หยุดน่ิงท่ี x = −3.0 cm จงหาต่อไปน้ี
(ก) คาบของการเคลื่อนท่ี
(ข) ความเร็วสูงสุดและความเร่งสูงสุด
(ค) การกระจัด ความเร็ว และความเร่งท่ีเวลาใดๆ

4. ลูกตุ้มนาฬิกาอย่างง่ายมีมวล m = 0.25 kg และมีความยาวเส้นเชือก L = 1.0 m
เริ่มต้นจากการปล่อยท่ีตำแหน่งมุม 15◦ จงหาค่าต่อไปน้ี
(ก) อัตราเร็วสูงสุด
(ข) ความเร่งเชิงมุมสูงสุด
(ค) แรงดึงกลับสูงสุด
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5. ลูกตุ้มนาฬิกามีความยาวเส้นเชือก 1.0 เมตร ถูกปล่อยจากมุมเริ่มต้น 15◦ หลังจาก
ผ่านไป 1.0 วินาที อัมปลิจูดของลูกตุ้มลดลงเป็น 5.5◦ จงหาค่าของ b

2m

6. มวลของดิวเทอเรียม (Deuterium, D2) มีขนาดเป็นสองเท่าของมวลโมเลกุลไฮโดรเจน
(H2) ถ้าความถี่ของการสั่นของโมเลกุลไฮโดรเจนเป็น 1.3 × 1014 Hz ความถี่การสั่น
ของโมเลกุลD2 เป็นเท่าไหร่ (กำหนดให้ ค่าของท่ีของสปริงของท้ังสองโมเลกุลมีค่า
เท่ากัน)

7. วัตถุยึดติดกับสปริงสั่นด้วยอัมปลิจูด 3.5 cm ถ้าค่าคงท่ีของสปริงคือ 250 N/m และ
วัตถุมวล 0.5 kg จงหา (ก) พลังงานเชิงกลของระบบ (ข) อัตราเร็วสูงสุดของวัตถุ (ค)
ความเร่งสูงสุดของวัตถุ

8. กล่อง P ขนาดใหญ่ใบหน่ึงทำการสั่นในแนวระดับแบบซิมเปิลฮาร์โมนิกส์บนพ้ืนท่ีไม่มี
ความฝืดด้วยความถี่ 1.5 Hz กล่อง B วางน่ิงอยู่บนกล่อง P ดังรูป 7.15 สัมประสิทธิ์
ความเสียดทานระหว่างกล่องท้ังสองคือ 0.6 จงหาค่าอัมปลิจูดสูงสุดของการสั่นของ
ระบบน้ีถา้กล่อง B ไม่มีการลื่น

A

P

μs

รูปท่ี 7.15: สำหรับโจทย์ปัญหาข้อท่ี 8

9. ลูกตุ้มนาฬิกาอย่างง่ายซึ่งมีเส้นเชือกความยาว 2.0 m สั่นรอบจุดสมดุลในแนวดิ่งลูก
ตุ้มนาฬิกาจะสั่นจำนวนก่ีรอบในเวลา 5 นาที กำหนดให้ค่า g = 9.8 m/s2

10. วัตถุอันหน่ึงเคลื่อนท่ีเป็นวงกลมรัศมี 20.0 cm ในการเคลื่อนท่ีแต่ละรอบใช้เวลา 2
วินาที จงหา(ก) อัตราเร็วในการเลื่อนตำแหน่งของวัตถุ (ข) ความถี่ของการเคลื่อนท่ี
ในหน่วยเฮิทซ์ (Hz) และ(ค) อัตราเร็วเชิงมุมของวัตถุ
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บทท่ี 8

กลศาสตร์ของไหล

สถานะ (state) หรือเฟส (phase) ของสสารในธรรมชาติแบ่งออกเป็น 3 สถานะ ได้แก่
ของแข็ง (solid) ของเหลว (liquid) และก๊าซ (gas) สสารท่ีเป็นของแข็งจะมีรูปร่างแน่นอน
ไม่เปลี่ยนแปลง (deformation) เม่ือมีแรงภายนอกมากระทำ ในขณะท่ีสสารท่ีอยู่ในสถานะ
ของเหลวและก๊าซจะมีรูปร่างไม่แน่นอนและเปลี่ยนแปลงตามภาชนะที่บรรจุ ด้วยสมบติของ
สสารดังกล่าวจึงเรียกว่า ของไหล (fluid) ในบทน้ีเราจะศึกษาเกี่ยวกับกลศาสตร์ไหล (fluid
mechanics) ท้ังของไหลท่ีอยู่น่ิง (static fluid) และของไหลท่ีเคลื่อนท่ี (dynamic fluid)

8.1 ความดันและความหนาแน่น

8.1.1 ความดัน (Pressure)

ความดัน (Pressure, P ) คือ อัตราส่วนระหว่างแรงในแนวตั้งฉากกับพ้ืนผิว (F ) กับพ้ืนท่ี
(A) ดังรูป 8.1

F

A

รูปท่ี 8.1: แรงกระทำในทิศตั้งฉากกับพ้ืนท่ีผิว

P =
F

A
(8.1)
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ความดันมีหน่วยเป็น นิวตันต่อตารางเมตร (N/m2) เรียกว่า ปาสคาล (Pascal, Pa) โดยท่ี
1 Pa = 1 N/m2 นอกจากน้ียังมีหน่วยการวัดความดันท่ีนิยมใช้กันคือ ความดันบรรยากาศ
(Atmosphere, atm) โดยท่ีความดันบรรยากาศ (P0) คือ ความดันบรรยากาศของโลกซึ่ง
เป็นความดันด้านล่างของอากาศท่ีเราอาศัย จะมีค่าเปลี่ยนแปลงตามสภาพลมฟ้าอากาศและ
ความสูงดังรูป 8.2 ความดันบรรยากาศปกติระดับน้ำทะเล (ค่าเฉลี่ย) คือ 1 บรรยากาศ (1
atm) = 1.013 × 105 Pa

Sea level 101 kPa

31 kPa

0 kPaAtmosphere

Mount Everest 8, 850 m

รูปท่ี 8.2: ความดันบรรยากาศบนช้ันผิวโลกท่ีระยะต่างๆ

8.1.2 ความหนาแน่น (Density)

ความหนาแน่น ของสสารใดๆ เป็นสมบัติเฉพาะของสสาร (mass density, ρ) ซึ่งมีนิยามเป็น
อัตราส่วนมวล (mass, m) ต่อปริมาตรของสสารน้ัน (volume, V )

ρ =
m

V
(8.2)

มีหน่วยเป็น กิโลกรัมต่อลูกบาศก์เมตร (kg/m3) ตารางท่ี 8.1 แสดงบางตัวอย่างของความ
หนาแน่นมวลของสสาร

8.2 ความดันที่ขึ้นอยู่กับความลึก

ของไหลมีความหนาแน่น ρ บรรจุในภาชนะท่ีเปิดสัมผัสกับช้ันบรรยากาศ P0 พิจารณาแท่ง
ของไหลท่ีมีระยะความสูงจากผิวด้านบน h และมีพ้ืนท่ีหน้าตัดเป็น A ดังรูปท่ี 8.3 เม่ือ
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สสาร ρ (kg/m3)
ทอง 19.3 × 103

ตะกั่ว 11.3 × 103

เหล็ก 7.8 × 103

อะลูมิเนียม 2.7 × 103

แก้ว 2.4 − 2.8 × 103

น้ำแข็ง 0.917 × 103

น้ำ 1.00 × 103

อากาศ 1.21

ตารางท่ี 8.1: ตารางแสดงค่าความหนาแน่นมวลของสสารบางชนิด

ของไหลหยุดน่ิงอยู่ในสมดุลสถิตจะได้ว่า แรงลัพธ์ท่ีกระทำต่อแท่งของไหลมีค่าเป็นศูนย์ น่ัน
คือ ∑

Fy = PA − P0A − Mg = 0

PA − P0A − ρV g = 0

PA − P0A − ρAhg = 0

P = P0 + ρgh (8.3)

จากสมการ 8.3 จะเห็นว่าความดันของไหล P ท่ีระดับความลึก h จะมีค่ามากกว่าความดัน

h V

Mg
PA

P0A

รูปท่ี 8.3: การหาค่าความดันของไหลท่ีแปรตามความลึก

บรรยกาศอยู่ ρgh และผลดังกล่าวนำไปสู่แนวคิดท่ีถูกเสนอโดยพาสคาล (Pascal) เรียกว่า
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กฎของพาสคาล (Pascal’s law) ซึ่งกล่าวว่า ความดันท่ีเพ่ิมข้ึนท่ีผิวจะถูกส่งต่อไปยังทุกๆ
จุดในของไหลและส่งต่อไปยังผนังของภาชนะท่ีบรรจุ หลักการน้ีนำมาประยุกต์ใช้ในเครื่อง
ยกไฮดรอลิก ดังแสดงในรูปท่ี 8.4 แรง F1 กระทำต่อลูกสูบท่ีมีพ้ืนท่ีหน้าตัด A1 ความดันท่ี

d2
d1

A1

A2

�F1

�F2

รูปท่ี 8.4: หลักการทำงานของเครื่องยกไฮโดรลิก

เพ่ิมข้ึนมีค่าเป็น

ΔP =
F1

A1

รถบรรทุกวางบนลูกสูบท่ีใหญ่กว่า A2 ถูกยกข้ึนด้วยแรง F2 และการเพ่ิมข้ึนของความดัน
ทางด้านลูกสูบเล็กจะส่งต่อมาทางด้านลูกสูบใหญ่ด้วยขนาดเดียวกัน ดังน้ันทำให้ได้ว่า

F2

F1

=
A2

A1

(8.4)

นอกจากน้ีจะเห็นว่าปริมาตรของของไหลท่ีกระจัดในแต่ละด้านของลูกสูบเท่ากันทำให้เราได้
ว่า

A1d1 = A2d2

F2

F1
=

A2

A1
=

d1

d2
(8.5)
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8.3 การวัดความดัน

การวัดค่าความดันโดยใช้เครื่องวัดท่ีเรียกว่า มาโนมิเตอร์ (manometer) ซึ่งมีลักษณะดังรูป 8.5(a)
จากรูป ท่ีระดับความลึกเดียวกัน (จุด A กับจุด B) ความดันเท่ากัน น่ันคือ

PA = PB

P = P0 + ρgh

P − P0 = ρgh

Pg = ρgh

เม่ือ Pg เรียกว่า ความดันเกจ (gauge pressure) ซึ่งมีค่าเท่ากับ ρgh ส่วน P เรียกว่า
ความดันสัมบูรณ์ (absolute pressure) เครื่องวัดความดันอีกแบบท่ีเรียกว่าบารอมิเตอร์ ดัง
รูป 8.5(b) ซึ่งใช้วัดความดันบรรยากาศ (P0) จากรูปจะได้ว่า

P1 = P2

P0 = P + ρgh = 0 + ρgh

P0 = ρgh

� �

P = 0

P

A

h

h

P0

P0

B

(a) (b)

รูปท่ี 8.5: เครื่องวัดความดัน (a) มานอมิเตอร์ และ (b) บารอมิเตอร์

ตัวอย่างท่ี 1 เข่ือนกั้นน้ำมีความกว้าง w ระดับน้ำในเข่ือนมีความสูง H ดังรูป 8.6 จงหา
แรงดันท่ีน้ำกระทำต่อเข่ือน
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วิธีทำ พิจารณาพ้ืนท่ีส่วนเล็กๆของสันเข่ือน dA ท่ีอยู่ลึกเป็นระยะ h จากผิวน้ำ ความดัน
ท่ีกระทำต่อพ้ืนท่ี dA คือ

P = ρgh = ρg(H − y)

ดังน้ันแรงท่ีกระทำต่อพ้ืน dA จึงมีขนาดเป็น

dF = PdA = Pwdy

dF = ρg(H − y)wdy

แรงท้ังหมดท่ีกระทำต่อเข่ือนจึงมีค่าดังน้ี

F =

∫
PdA =

∫
ρg(H − y)wdy

F = ρwg

∫ H

0

(H − y)dy

F =
1

2
ρgwH2

H
h

dA

y

dy

w

O

รูปท่ี 8.6: แสดงการหาค่าแรงดันน้ำท่ีกระทำต่อสันเข่ือน

ตัวอย่างท่ี 2 หลอดรูปตัวยูบรรจุน้ำและปลายท้ังสองข้างเปิดสัมผัสกับอากาศ ค่อยๆเทปรอท
ปริมาณหน่ึงลงไปท่ีแขนข้างซ้ายของหลอดจนกระท่ังความสูงในแนวดิ่งของลำน้ำเท่ากับ 15
cm ดังรูป 8.7 จงหาความดันเกจท่ีรอยต่อระหว่างน้ำกับปรอทและความสูงในแนวดิ่ง h จาก
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ด้านบนของปรอทไปยังด้านบนของน้ำ

วิธีทำ ความดันเกจท่ีรอยต่อน้ำกับปรอท คือ

Pg = P1 − P0 = ρwgd

Pg = (1.0 × 103)(9.8)(0.15) = 1.47 × 103 N/m2

จากรูปท่ีระดับความลึกเดียวกัน ความดันจะเท่ากันน่ันคือ

P1 = P2

P0 + ρwg(15) = P0 + ρHgg(15 − h)

15ρwg = (15 − h)ρHgg

h = 15
(ρHg − ρw)

ρHg
= 15

(13.6 × 103 − 1.0 × 103)

13.6 × 103

h = 13.89 cm

15 cm

P0

P0

P2P1

h

รูปท่ี 8.7: หลอดรูปตัวยูปลายเปิดท้ังสองข้างบรรจุน้ำและปรอท

8.4 แรงลอยตัวและหลักของอาร์คีมีดีส

หลักการของอาคีมีดิส (Archimedes’s principle) กล่าวไว้ว่า เม่ือวัตถุจมในของเหลวท้ังก้อน
หรือบางส่วนของไหลจะออกแรงดันข้ึนต่อวัตถุเท่ากับน้ำหนักของไหลส่วนท่ีถูกแทนท่ี เรา
เรียกแรงดังกล่าวว่า แรงลอยตัว (ฺBuoyant force, B) มีค่าเท่ากับน้ำหนักของเหลวท่ีถูก
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แทนท่ี (Fg) จากรูปท่ี 8.8 พิจารณาวัตถุทรงลูกบาศก์ท่ีมีความหนาแน่น ρO จมในของเหลว
ท่ีมีความหนาแน่น ρ เม่ือวัตถุจมท้ังก้อนจะเห็นว่าผลต่างของความดันท่ีผิวด้านล่างกับผิว
ด้านบน (ΔP ) เท่ากับ ρgh เม่ือ h คือความยาวของลูกบาศก์ และความดันท่ีผิวด้านล่างมี
ขนาดเท่ากับอัตราส่วนของแรงลอยตัว (B) กับพ้ืนท่ีผิว (A)

�Fg �B

h

รูปท่ี 8.8: วัตถุทรงลูกบาศก์จมในของเหลว

ΔP =
B

A
= ρgh

B = (ρgh)A = ρgV

B = ρgV = Mg = Fg (8.6)

เม่ือ V และ M คือ ปริมาตรและมวลของเหลวท่ีถูกแทนท่ี ในกรณีท่ีวัตถุจมไปในของเหลว
ท้ังก้อนจะพบว่าปริมาตรของเหลวท่ีถูกแทนท่ีจะเท่ากับปริมาตรของวัตถุท้ังก้อน น่ันคือทำ
ให้ได้ว่า ขนาดของแรงลอยตัวเท่ากับ ρgVO เม่ือปล่อยให้วัตถุเคลื่อนท่ีอย่างอิสระแรงลัพธ์ท่ี
กระทำต่อวัตถุในแนวดิ่งคือ

B − Fg = (ρ − ρO)VOg = ma (8.7)

เม่ือ m คือมวลของวัตถุและ a คือความเร่งของวัตถุ จากสมการ 8.7 จะเห็นว่าวัตถุจะลอย
ข้ึนด้วยความเร่ง a ถ้าหากว่า ρ > ρO และวัตถุจะจมลงไปในของเหลวด้วยความเร่งเม่ือ
ρ < ρO ดังแสดงในรูปท่ี 8.9 สำหรับกรณีท่ีวัตถุลอยในของเหลวซึ่งมีบางส่วนของวัตถุจม
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ในของเหลว เม่ือวัตถุอยู่ในสมดุล ดังน้ัน

B = Fg

B = ρfVfg

Fg = ρOVOg

ρfVfg = ρOVOg

น่ันคือเราจะได้อัตราส่วนระหว่างความหนาแน่นของวัตถุกับความหนาแน่นของของไหลเป็น
ดังน้ี

ρO

ρf

=
Vf

VO

(8.8)

�a�a

�B �B

�Fg
�Fg

(a) (b)

รูปท่ี 8.9: แสดงทิศของความเร่งของวัตถุท่ีจมในของเหลว (a) วัตถุลอยข้ึน และ (b) วัตถุ
จมลงด้วยความเร่ง

ตัวอย่างท่ี 3 กำไลข้อมือทำด้วยทองคำนำไปช่ังน้ำหนักในอากาศดังแสดงในรูป 8.10(a) อ่าน
ได้ 7.84 นิวตัน และเม่ือนำไปชั่งในน้ำ (รูปท่ี 8.10(b)) อ่านค่าได้ 6.86 นิวตัน จงคำนวนหา
ความหนาแน่นของทองคำ กำหนดให้ความแน่นของน้ำ ρw = 1 × 103 kg/m3

วิธีทำ เม่ือช่ังในอากาศนำหนักของกำไลข้อมือ Fg เท่ากับแรงตึงในเส้นเชือก T1 แต่เม่ือ
ช่ังในน้ำแรงตึงในเส้นเชือก T2 มีค่าน้อยลงเน่ืองจากมีแรงลอยตัวในของเหลว B ช่วยพยุง
วัตถุไม่ให้จม น่ันคือแรงลอยตัวจะมีขนาดเป็น

B = Fg − T2 = 7.84 − 6.86 = 0.98 N
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� �

�T1

�Fg

�T2

�Fg

�B

(a) (b)

รูปท่ี 8.10: น้ำหนักของกำไลข้อมือทองคำ (a) เม่ือช่ังในอากาศ และ (b) เม่ือช่ังในน้ำ

ขนาดของแรงลอยตัวน้ีเท่ากับน้ำหนักของน้ำส่วนท่ีถูกแทนท่ี (ตามหลักของอาคีมีดีส) จาก
รูปจะเห็นว่า กำข้อมือจมลงในของเหลวท้ังหมด น่ันคือ ทำให้ได้ว่า

B = Mwg = ρwVwg = 0.98

VO = Vw =
0.98

ρwg
=

0.98

(1 × 103)(9.8)

VO = 1.0 × 10−4 m3

และจากนิยาม ความหนาแน่นของวัตถุคือ

ρO =
mO

VO
=

MOg

VOg
=

7.84

(1.0 × 10−4)(9.8)

ρO = 8.0 × 103 kg/m3

ตอบ ความหนาแน่นของกำไลข้อมือท่ีทำด้วยทองคำมีค่าเท่ากับ 8.0×103 กิโลกรัมต่อลูกบาศก์
เมตร

8.5 พลวัติของไหลและสมการความต่อเน่ือง

พลวัติของไหล (fluid dynamics) คือการศึกษาของไหลท่ีกำลังเคลื่อนท่ี เช่น การไหลของน้ำ
ในท่อน้ำ การไหลของกระแสเลือดในร่างกาย การไหลของอากาศในท่อ เป็นต้น สำหรับการ
ศึกษาน้ีเราจะพิจารณาของไหลอุดมคติซึ่งมีคุณสมบัติดังต่อไปน้ี
(1) ของไหลท่ีบีบอัดไม่ได้ น่ันคือ ความหนาแน่นของไหลไม่เปลี่ยนแปลง
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(2) ไม่มีความเสียดทานภายใน ท่ีเรียกว่า ความหนืด
(3) การไหล (flow) ของของไหลเป็นแบบสม่ําเสมอ

8.5.1 สายกระแส

เส้นทางท่ีอนุภาคของไหลเคลื่อนท่ีภายใต้การไหลท่ีสม่ำเสมอและเส้นทางดังกล่าวจะต้องไม่
ตัดกันเองเราเรียกเส้นทางการไหลดังกล่าวว่า สายกระแส (streamline) ดังแสดงในรูปท่ี 8.11
ความเร็วของไหลท่ีจุดใดๆบนเส้นสายกระแสจะหาได้จากการลากเส้นสัมผัสท่ีจุดน้ันๆ เช่น
ท่ีจุด P

�

�v
P

รูปท่ี 8.11: สายกระแสของไหล

8.5.2 สมการความต่อเน่ือง

พิจารณาการไหลท่ีผ่านพ้ืนท่ีผิวสมมุติ เช่นพ้ืนท่ี A1 จะก่อเป็นท่อท่ีเรียกว่าท่อการไหลเม่ือมี
การไหลในท่อการไหล มวลของไหลจะไม่เปลี่ยนแปลง จากรูป 8.12 จะเห็นว่า มวลของไหล
ท่ีไหลเข้า A1 จะมีค่าเท่ากับมวลของไหลทีไหลออกท่ี A2 ถ้าให้ m1 คือมวลท่ีไหลผ่านพ้ืนท่ี
หน้าตัด A1 ด้วยอัตราเร็ว v1 และ ให้ m2 คือมวลท่ีไหลผ่านพ้ืนท่ีหน้าตัด A2 ด้วยอัตราเร็ว
v2 ในช่วงเวลาเดียวกัน t มวลของไหลท้ังสองด้านเคลื่อนท่ีได้ระยะเป็น Δx1 และΔx2 ตาม
ลำดับ

m1 = ρV1 = ρA1Δx1 = ρA1v1t

m2 = ρV2 = ρA2Δx2 = ρA2v2t
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�v2

�v1

A2

A1

Δx1

Δx2

รูปท่ี 8.12: การไหลของของไหลในท่อของไหลท่ีมีพ้ืนท่ีหน้าตัดแตกต่างกัน

เน่ืองจากของไหลท่ีไหลเข้าและท่ีไหลออกในช่วงเวลาเดียวกันมีค่าเท่ากันทำให้ได้

m1 = m2

ρA1v1t = ρA2v2t

A1v1 = A2v2 (8.9)

สมการท่ี 8.9 เรียกว่า สมการความต่อเน่ือง (Continuity equation) และผลคูณของพ้ืนท่ี
หน้าตัดกับอัตราเร็วของไหล เรียกว่า อัตราการไหล (Volome flow rate) น่ันคือ

ΔV

Δt
= Av m3/s (8.10)

8.6 สมการแบร์นูลลี

สมการความต่อเน่ืองในหัวข้อท่ีผ่านมาบอกให้รู้ความสัมพันธ์ระหว่างอัตราการไหลของของไหล
ระหว่างจุดสองจุดท่ีมีอัตราเร็วและพ้ืนท่ีหน้าตัดแตกต่างกัน แต่ยังไม่ได้อธิบายว่าของไหล
เกิดการไหลได้อย่างไร ซึ่งในหัวข้อน้ีเราจะมาวิเคราะห์หาความสัมพันธ์ของการไหลท่ีเกี่ยวข้อง
กับการเปลี่ยนแปลงความดัน พิจารณาการไหลของของไหลในท่อของไหล โดยปลายท่อของไหล
ท้ังสองข้างอยู่สูงจากระดับอ้างอิงเป็นระยะ y1 และ y2 ตามลำดับ (ดูรูปท่ี 8.13) ความดัน
ท่ีปลายท่อด้านล่าง P1 ทำให้เกิดแรงดันท่ีกระทำต่อพ้ืนท่ีหน้าตัด A1 เป็น F1 = P1A1

และความดันท่ีปลายท่อด้านบน P2 ทำให้เกิดแรงดันกระทำต่อพ้ืนท่ีหน้าตัด A2 เป็น F2 =
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�v2

�v1

P2A2

P1A1

Δx1

Δx2

y2

y1

x

y

รูปท่ี 8.13: การไหลของไหลในท่อของไหลท่ีมีความแตกต่างความดันและความสูง

P2A2 ดังน้ันงานสุทธิท่ีทำในช่วงเวลา t มีค่าเป็น

W1 = F1Δx1 = P1A1Δx1 = P1V

W2 = −F2Δx2 = −P2A2Δx2 = −P2V

ΔW = W1 − W2 = (P1 − P2)V

เม่ือ V คือ ปริมาตรในท่อของไหลท่ีของไหลเคลื่อนท่ีไปในช่วงเวลา t เน่ืองจากงานสุทธิ
บางส่วนเปลี่ยนไปเป็นพลังงานจลน์ ΔK และพลังงานศักย์ ΔU โดยท่ี

ΔK =
1

2
mv2

2 −
1

2
mv2

1

ΔU = mgy2 − mgy1

โดยใช้หลักการคงตัวของพลังงานทำให้ว่า

W = ΔK + ΔU

(P1 − P2)V =
1

2
mv2

2 −
1

2
mv2

1 + mgy2 − mgy1

P1 − P2 =
1

2

(m

V

)
v2

2 −
1

2

(m

V

)
v2

1

(m

V

)
gy2 −

(m

V

)
gy1

P1 − P2 =
1

2
ρv2

2 −
1

2
ρv2

1 + ρgy2 − ρgy1

ทำการจัดรูปสมการใหม่ทำให้ได้สมการท่ีแสดงความสัมพันธ์ระหว่างความดัน อัตราเร็ว และ
ความสูงระหว่างจุดสองจุดในของไหลท่ีเคลื่อนท่ี เราเรียกว่า สมการแบร์นูลลี (Bernoulli’s
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equation) ดังน้ี
P1 +

1

2
ρv2

1 + ρgy1 = P2 +
1

2
ρv2

2 + ρgy2 (8.11)

ตัวอย่างท่ี 4 หลอดเวนทูรี (Venturi) ใช้สำหรับวัดอัตราการไหลของไหลดังแสดงในรูปท่ี 8.14
ถ้าความดันท่ีวัดได้ท่ีจุดท่ี 1 และ 2 คือ P1 และ P2 พ้ืนท่ีหน้าตัดท่อใหญ่และท่อเล็กคือ A1

และ A2 จงคำนวณหาอัตราเร็วของไหลท่ีท่อเล็ก

P1

P2

A1
A2

�v1 �v2

รูปท่ี 8.14: หลอดเวนทูรีสำหรับวัดอัตราการไหลของของไหล

วิธีทำ เน่ืองจากท่อวางอยู่ในระดับเดียวกัน ดังน้ัน y1 = y2 = 0

จากสมการแบร์นูลลีเราจะได้ว่า

P1 +
1

2
ρv2

1 + ρgy1 = P2 +
1

2
ρv2

2 + ρgy2

P1 +
1

2
ρv2

1 = P2 +
1

2
ρv2

2 (1)

และจากสมการความต่อเน่ืองทำให้ได้ว่า

A1v1 = A2v2

v1 =
A2

A1
v2 (2)

จากสมการ (1) และ (2) ทำให้ได้อัตราเร็วของไหลท่ีท่อเล็กเป็นดังน้ี

P1 +
1

2
ρ

(
A2

A1

)2

v2
2 = P2 + ρv2

2

v2 = A1

√
2(P2 − P1)

ρ(A2
1 − A2

2)
ตอบ
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y2

2

1

P0

P

�v1

A1

A2

h

y1

รูปท่ี 8.15: ถังบรรจุน้ำและเจาะรูเล็กท่ีผิวด้านข้าง

ตัวอย่างท่ี 5 ถังน้ำทรงลูกบาศก์บรรจุน้ำจนถึงระดับความสูง y1 จากพ้ืน ทำการเจาะรูเล็กๆ
ท่ีระดับความสูง y2 จากพ้ืนดังรูป 8.15 รูท่ีเจาะมีพ้ืนท่ีหน้าตัด A1 และพ้ืนท่ีหน้าตัดของถัง
น้ำ A2 จงหาอัตราเร็วของน้ำท่ีพุ่งออกจากรูเล็กๆน้ี กำหนดให้ P และP0 คือความดันเหนือ
ระดับผิวน้ำและความดันบรรยายกาศตามลำดับ

วิธีทำ เน่ืองจากพ้ืนท่ี A2 มีขนาดใหญ่กว่าพ้ืนท่ี A1 ทำให้ได้ว่าอัตราเร็วของน้ำท่ีผิวด้าน
บนมีค่าน้อยมากอาจจะประมาณเป็นศูนย์ได้ (v2 = 0)
โดยการประยุกต์สมการแบร์นุลลี จะได้ว่า

P0 +
1

2
ρv2

1 + ρgy1 = P + ρgy2

v1 =

√
2(P − P0)

ρ
+ 2g(y2 − y1)

v1 =

√
2(P − P0)

ρ
+ 2gh ตอบ

8.7 แรงยกขึ้นที่ปีกเครื่องบิน

ตัวอย่างหน่ึงของการประยุกต์ใช้สมการของแบร์นุลลี คือ ออกแบบปีกของเครื่องบินเพ่ือให้
เกิดแรงยกท่ีต้องการ เราจะต้องคำนวณหารูปร่างและมุมปะทะอากาศท่ีเหมาะสม ดังในรูป
8.16 แสดงรูปร่างภาคตัดขวางของปีกเครื่องบิน จะเห็นว่า สายกระแสท่ีอยู่เหนือปีกจะอยู่
ชิดกันมากเม่ือเทียบกับสายกระแสท่ีอยู่ด้านล่าง น่ันหมายความว่าความเร็วลมท่ีอยู่เหนือปีก
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�F

�v1

�v2

P1

P2

รูปท่ี 8.16: สายกระแสท่ีล้อมรอบปีกเครื่องบิน

เครื่องบินสูงกว่าความเร็วท่ีอยู่ใต้ปีก จากหลักการของแบร์นุลลี จะได้ว่า ความดันของอากาศ
ใต้ปีกสูงกว่าความดันท่ีอยู่เหนือปีก ดังน้ันแรงลัพธ์ท่ีกระทำต่อปีกเครื่องบินจึงมีทิศข้ึน น่ัน
คือ เกิดแรงยกเครื่องบิน จากรูป สมมติให้ �v1 และ P1 คือความเร็วและความดันของอากาศ
ท่ีอยู่เหนือปีกเครื่องบิน และ ให้ �v2 และ P2 คือความเร็วและความดันของอากาศท่ีอยู่ใต้ปีก
เครื่องบิน โดยใช้การประมาณว่า ปีกเครื่องบินบางมาก น่ันหมายความว่า ด้านบนและด้าน
ล่างของปีกเครื่องบินอยู่ในระดับเดียวกัน จากสมการแบร์นุลลี จะได้ว่า

P1 +
1

2
ρv2

1 = P2 +
1

2
ρv2

2

P2 − P1 =
1

2
ρ(v2

1 − v2
2)

ถ้าให้ A คือ พ้ืนท่ีใต้ปีกเครื่องบิน จะได้ขนาดของแรงยกข้ึนท่ีปีกเครื่องบิน F มีขนาดเท่า
กับ

F = (P2 − P1)A =
1

2
ρ(v2

1 − v2
2)A (8.12)

ตัวอย่างท่ี 6 เครื่องบินมวล 6,000 กิโลกรัม และมีพ้ืนท่ีใต้ปีก 60 ตารางเมตร ถ้าความดัน
ใต้ปีกเท่ากับ 0.60 × 105 Pa และ บินในแนวระดับท่ีความสูง 4,000 เมตร จงหาความดัน
เหนือปีกเครื่องบิน

วิธีทำ แรงยกของปีกเครื่องบินท้ังสองข้างจะรับน้ำหนักของปีกเครื่องบิน ดังน้ี

2F = 2(P2 − P1)A = Mg

2 × (0.60 × 105 − P1) × 60 = 6000 × 9.8

P1 = 5.95 × 104 Pa

น่ันคือ ความดันเหนือปีกเครื่องบินเท่ากับ 5.95 × 104 Pa
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8.8 แบบฝึกหัด

1. เรือดำน้ำอยู่ลึก 80 เมตร จงคำนวณความดันสัมบูรณ์ท่ีความลึกน้ีเป็นนิวตันต่อตาราง
เมตร(ตอบ 8.84 × 105 N/m2)

2. จงหาพ้ืนท่ีหน้าตัดของก้อนน้ำแข็งหนา 30 cm ซึ่งสามารถรองรับคนหนัก 784 N ไว้
ได้โดยไม่จม ความหนาแน่นของน้ำแข็งเท่ากับ 0.917 × 103 kg/m3 น้ำแข็งน้ีลอยใน
น้ำจืด กำหนดให้ความหนาแน่นของน้ำเท่ากับ 1.00 × 103 kg/m3 (ตอบ 3.2 ตาราง
เมตร)

3. กระป๋องใบหน่ึงมีพ้ืนท่ีหน้าตัด 100 ตารางเซนติเมตร สูง 1 เซนติเมตร ท่ีฝาด้านบน
เจาะรูแล้วนำหลอดแก้วปลายเปิดซึ่งรูหลอดมีขนาด 1 ตารางเซนติเมตรมาต่อติดอยู่
ดังรูป 8.17 เม่ือเติมน้ำลงในกระป๋องจนกระท่ังระดับน้ำในหลอดแก้วสูงจากระดับน้ำ
ในกระป๋อง 99 เซนติเมตร จงหา

• แรงท่ีน้ำดันก้นกระป๋องเป็นเท่าไร (ตอบ 98 N)

• น้ำหนักท้ังหมดของน้ำเป็นเท่าไร (ตอบ 2 N)

• เหตุใดแรงท่ีน้ำดันก้นกระป๋องและน้ำหนักของน้ำจึงไม่เท่ากัน

99 cm

100 cm2

1 cm2

รูปท่ี 8.17: โจทย์ปัญหาข้อท่ี 3

4. ลูกบาศก์ไม้ตันมีขอบยาวด้านละ 30.0 cm สามารถถูกทำให้จมมิดน้ำได้ ถ้ากดลงด้วย
แรง 54.0 N จงหาความหนาแน่นของไม้ (ตอบ 800 kg/m3)

5. ถังใบหน่ึงมีน้ำและน้ำมันบรรจุอยู่ โดยท่ีน้ำมันลอยอยู่เหนือผิวน้ำและช้ันน้ำมันหนา
0.18 m ช้ันของน้ำหนา 0.30 m จงหาความดันเกจท่ีผิวรอยต่อระหว่างช้ันน้ำมันกับน้ำ
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และท่ีก้นถัง กำหนดให้ความหนาแน่นของน้ำมันเท่ากับ 0.916 g/cm3 (ตอบ 1.62 ×
103, 4.56 × 103 N/m2)

6. น้ำถูกฉีดพ่นออกมา โดยความดันของอากาศภายในเครื่องฉีด ดังรูป 8.18 ความดัน
เกจของอากาศภายในจะเป็นเท่าใดถ้าน้ำท่ีพ่นออกมามีอัตราเร็ว 30 m/s เม่ือระดับน้ำ
อยู่ต่ำกว่าหัวฉีดเป็นระยะ 0.5 m (ตอบ 455 kPa)

0.50 m

�v

รูปท่ี 8.18: โจทย์ปัญหาข้อท่ี 6

7. หลอดแก้วรูปตัวยู ปลายท้ังสองข้างเปิดสู่บรรยากาศ บรรจุปรอทและน้ำไว้ในหลอด
ดังรูปท่ี 8.19 ถ้า h2 = 1.00 cm จงหา h1 มีค่าเท่าใด กำหนดให้ ρH2O = 1 g/cm3

และ ρHg = 13.6 g/cm3 (ตอบ 12.6 cm)

h2

Water
h1

Mercury

รูปท่ี 8.19: โจทย์ปัญหาข้อท่ี 7
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8. อัตราการไหลของน้ำในท่อตามแนวระดับเท่ากับ 2.00 m3/min จงหาอัตราเร็วของการ
ไหลเม่ือผ่านท่อท่ีมีเส้นผ่าศูนย์กลางเป็น 10.0 cm และ 5.0 cm (ตอบ 4.244 m/s และ
16.98 m/s)

9. ถังน้ำปิดฝาสนิทจนอากาศภายนอกซึมเข้าข้างในไม่ได้ ท่ีว่างเหนือผิวน้ำท่ีบรรจุอยู่ใน
ถังมีความดันเป็น 2 เท่าของความดันบรรยากาศ ถ้าเจาะรูท่ีข้างถังต่ำกว่าผิวน้ำ 5

เมตร น้ำจะพุ่งออกจากรูด้วยอัตราเร็วเท่าไร (ตอบ 17.4 m/s)

10. ของเหลวความหนาแน่น 1.65 g/cm3 ไหลผ่านท่อท่ีวางในแนวระดับสองท่อซึ่งเช่ือมต่อ
กันท่อแรกมีพ้ืนท่ีหน้าตัด 10 cm2 อัตราการไหลคือ 275 cm/s ความดัน 1.20 × 105

Pa ท่อท่ีสองมีพ้ืนท่ีหน้าตัด 2.50 cm2 จงคำนวณหาอัตราการไหลและความดันในท่อ
ท่ีสอง

11. ความหนาแน่นของน้ำแข็งคือ 920 kg/m3 และความหนาแน่นของน้ำทะเลคือ 1030
kg/m3 จงคำนวณสัดส่วนของปริมาตรของน้ำแข็งท้ังหมดท่ีจมลงในน้ำทะเล

12. บอลลูนเป็นทรงกลมรัศมี 0.40 m บรรจุก๊าซฮีเลียมไว้ภายในและผูกด้วยเชือกยาว
20 m มวล 0.50 kg เม่ือปล่อยบอลลูนจะยกเชือกข้ึนไปได้เป็นระยะ h ดังรูปท่ี 8.20
จงคำนวณหาค่า h กำหนดให้ ρair = 1.29 kg/m3 และ ρHe = 1.79 × 10−1 kg/m3

(ตอบ 11.91 m)

h

He

รูปท่ี 8.20: โจทย์ปัญหาข้อท่ี 12
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บทท่ี 9

เทอร์โมไดนามิกส์

เน้ือหาในบทน้ีจะเป็นการศึกษาเกี่ยวกับพลังงานความร้อนและพลังงานกลหรือพลังงานใน
รูปอื่นๆท่ีมีความสัมพันธ์กันและเชื่อมโยงไปยังสมบัติของสสารท่ีเกี่ยวข้องกับปริมาณในระดับ
มหภาค (macroscopic) เช่น อุณหภูมิ ความดัน และ ปริมาตร เป็นต้น การศึกษาในเรื่อง
เหล่าน้ีเป็นอีกแขนงหน่ึงของวิชาฟิสิกส์ท่ีเรียกกันว่า เทอร์โมไดนามิกส์ (thermodynamics)

9.1 อุณหภูมิและกฏข้อที่ศูนย์ของเทอร์โมไดนามิกส์

หลักการเกี่ยวกับความร้อนจำเป็นต้องอาศัยนิยาม 2 อย่าง คือ สัมผัสเชิงความร้อน (thermal
contract) และสมดุลเชิงความร้อน (thermal equilibrium) ความร้อน (heat) คือ การถ่ายเท
ของพลังงานจากวัตถุหน่ึงไปสู่อีกวัตถุหน่ึงอันเน่ืองมาจากความแตกต่างระหว่างอุณหภูมิของ
วัตถุท้ังสอง โดยอาศัยหลักการท้ังสองและนิยามของความร้อนนำมาสู่การตั้งกฎข้อท่ีศูนย์
ของเทอร์โมไดนามิกส์ ซึ่งกล่าวว่า "ถ้าวัตถุ A และวัตถุ B อยู่ในสภาวะสมดุลเชิงความร้อน
กับวัตถุท่ีสามคือ C แล้ว วัตถุ A และวัตถุ B จะอยู่ในสมดุลเชิงความร้อนซึ่งกันและกัน"
อุณหภูมิ (temperature, T) สำหรับการวัดในหน่วย SI จะเป็นเคลวิล (K) แต่ก็มีหน่วยวัด
อุณหภูมิอื่นอีกท่ีนิยม เช่น เซลเซียส (◦C) และ ฟาเรนไฮน์ (F) ซึ่งหน่วยวัดเหล่าน้ีมีความ
สัมพันธ์ดังน้ีคือ

TC = T − 273.15 (◦C) (9.1)

TF =
9

5
Tc − 32 (◦F) (9.2)
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9.2 การขยายตัวเชิงความร้อน

เม่ือสสารได้รับความร้อนจะเกิดการขยายตัวทุกทิศทุกทาง การขยายตัวของวัตถุใดๆก็ข้ึน
อยู่กับสมบัติเฉพาะตัวของสสารน้ันและข้ึนอยู่กับอุณหภูมิ เพ่ือความเข้าใจง่ายลองพิจารณา
การขยายตัวเชิงเส้น (linear thermal expansion) ซึ่งสัมประสิทธิ์ของการขยายตัวตามเส้น
(linear expansion coefficient, α) มีค่าดังน้ี

α =
ΔL/Li

ΔT
(9.3)

เม่ือ Li คือ ความยาวเริ่มต้นท่ีอุณหภูมิ Ti, ΔL คือ ความยาวท่ียืดออกไปเทียบกับค่าเริ่มต้น
และ ΔT คือ อุณหภูมิท่ีเปลี่ยนไปจากอุณหภูมิเริ่มต้น สมการ 9.3 อาจจะเขียนใหม่ได้เป็น

ΔL = αLiΔT (9.4)

Lf − Li = αLi(Tf − Ti) (9.5)

หน่วยของสัมประสิทธิ์การขยายตัวเชิงเส้น คือ 1/◦C ในทำนองเดียวกันการพิจารณาการ
ขยายตัวเชิงปริมาตรจะได้ว่า

ΔV = βViΔT (9.6)

เม่ือ β คือ สัมประสิทธิ์การขยายตัวเชิงปริมาตร เพ่ือความเข้าใจมากข้ึนเราพิจารณากล่อง
สี่เหลี่ยมท่ีมีขนาดความกว้าง w ยาว l และสูง h จะได้ว่าปริมาตรของกล่องใบน้ีตอนอุณหภูมิ
เริ่มต้น Ti คือ

Vi = lwh

ถ้าอุณหภูมิเปลี่ยนเป็น Tf = Ti + ΔT แล้วปริมาตรก็จะเปลี่ยนเป็น Vi + ΔV น่ันคือ

Vi + ΔV = (l + Δl)(w + Δw)(h + Δh)

= (l + αlΔT )(w + αwΔT )(h + αhΔT )

= lwh(1 + αΔT )3

= Vi[1 + 3αΔT + 3(αΔT )2 + (αΔT )3]

ΔV

Vi
= 3αΔT + 3(αΔT )2 + (αΔT )3

โดยใช้การประมาณเน่ืองจาก αΔT 	 1 ดังน้ันทำให้เราได้
ΔV

Vi

 3αΔT (9.7)

β = 3α =
1

Vi

ΔV

Δt
(9.8)
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ตัวอย่างท่ี 1 เม่ือเจาะรูแผ่นเหล็กเป็นวงกลมให้มีเส้นผ่าศูนย์กลาง 6 เซนติเมตร ท่ีอุณหภูมิ
0◦C จงหาขนาดของเส้นผ่าศูนย์กลางวงกลมน้ีท่ีอุณหภูมิ 30◦C เม่ือเหล็กมีสัมประสิทธิ์การ
ขยายตัวตามเส้น 12 × 10−6 ◦C−1

วิธีทำ การเพ่ิมขนาดของเส้นผ่าศูนย์กลาง คิดเหมือนกับการขยายตัวตามเส้น ตามสมการ

ΔL = αLiΔT

เม่ือ Li = 6 cm ΔT = Tf − Ti = 30 − 0 = 30◦C และ α = 12 × 10−6 ◦C−1 แทนลงใน
สมการจะได้

ΔL = (12 × 10−6)(6)(30) = 0.00216 cm

ดังน้ันเส้นผ่าศูนย์กลางจึงมีความยาวเท่ากับ Lf = Li + ΔL = 6 + 0.00216 = 6.00216 cm

9.3 การบรรยายในระดับมหภาคเก่ียวกับกาซอุดมคติ (ideal gas)

สำหรับในหัวข้อน้ีเราจะศึกษาสมบัติของกาซมวล m ท่ีบรรจุในภาชนะปริมาตร V ท่ีความดัน
P และอุณหภูมิ T ความสัมพันธ์ระหว่างปริมาณเหล่าน้ีนำไปสู่สมการท่ีใช้อธิบายสมบัติของ
กาซ ท่ีเราเรียกว่า สมการสถานะ (equation of state) อย่างไรก็ตามโดยท่ัวไปแล้วสมการ
สถานะมีความสลับซับซ้อนมาก แต่ถ้าเราพิจารณากาซท่ีความดันต่ำมากๆ (ความหนาแน่น
น้อย) สมการสถานะของกาซก็จะหาได้โดยง่าย กาซท่ีมีความหนาแน่นต่ำดังกล่าวอาจจะ
กล่าวได้ว่าเป็น กาซอุดมคติ

เพ่ือความสะดวกเราจะแสดงปริมาณของกาซในภาชนะท่ีมีปริมาตรท่ีกำหนดให้ในเทอม
ของจำนวนโมล (mole, n) โดยท่ีสสารใดๆจำนวน 1 โมลจะมีจำนวนเท่าเลขอาโวกาโดร
(Avogagro’s number, NA) ซึ่ง NA = 6.022 × 1023 อนุภาค (อะตอมหรือโมเลกุล) ดังน้ัน
สสารจำนวน n โมลจึงเกี่ยวพันกับมวลของสสารตามสมการน้ี

n =
m

M
(9.9)

โดยท่ี M คือ มวลโมลาร์ (molar mass) ของสสาร โดยทั่วไปมวล 1 โมล ของธาตุใดๆ จะมี
ค่าเท่ากับเลขอะตอม (atomic mass) ของธาตุน้ันในหน่วยกรัม เช่น เหล็ก 1 โมล มีมวลเท่า
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gas

รูปท่ี 9.1: กาซอุดมคติบรรจุในกระบอกสูบท่ีมีลูกสูบสามารถเคลื่อนท่ีได้

กับ 55.85 กรัม (เลขอะตอมของเหล็ก คือ 55.85 u) ดังน้ันเราสามารถกล่าวได้ว่า มวลโม
ลาร์ของเหล็ก คือ 55.85 g/mol น่ันเอง น่ันคือ มวลโมลาร์จะแสดงในหน่วยของ กรัมต่อโม
ล (g/mol) พิจารณากาซท่ีบรรจุในกระบอกลูกสูบท่ีสามารถเปลี่ยนแปลงปริมาตรของลูกสูบ
ได้โดยการเคลื่อนท่ีเข้าและออกของลูกสูบ และมวลของกาซท่ีอยู่ภายในมีค่าคงท่ี ดังแสดง
ในรูป 9.1 จากการทดลองทำให้ได้ข้อสรุปดังน้ี

• เม่ือให้กาซมีอุณหภูมิคงท่ี (T คงท่ี) ความดัน (P) ของกาซจะแปรผกผันกับปริมาตร
(V) น่ันคือ

P ∝ 1

V
เม่ือ T คงท่ี

หรืออาจจะใหม่ได้ดังน้ี
PiVi = PfVf (9.10)

สมการ 9.10 เรียกว่ากฎของบอยส์ (Boyle’s law)

• เม่ือให้ความดันของกาซคงท่ี ปริมาตรของกาซจะแปรผันโดยตรงกับอุณหภูมิ น่ันคือ

V ∝ T เม่ือ P คงท่ี
Vi

Vf

=
Ti

Tf

(9.11)

สมการท่ี 9.11 เรียกว่า กฎของชาร์ล (Charles’s law)

เม่ือรวมกฎท้ังสองเข้าด้วยกันทำเราได้ความสัมพันธ์ดังน้ีคือ

PiVi

Ti
=

PfVf

Tf
(9.12)
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จากสมการ 9.12 จะพบว่าอัตราส่วนท้ังสองข้างต้องเท่ากันและเท่ากับค่าคงท่ี C และจาก
การทดลองได้พิสูจน์ให้เห็นแล้วว่าค่าคงท่ี C = nR เม่ือ R เรียกว่า ค่าคงตัวของกาซ
สากล (universal gas constant) ซึ่งเป็นค่าเดียวกันสำหรับกาซทุกชนิด ดังน้ันเราสามารถ
เขียนสมการสถานะสำหรับกาซได้ดังน้ี

PV = nRT (9.13)

สมการ 9.13 รู้จักกันดีว่าคือ กฎของกาซอุดมคติ และค่า R ในระบบ SI มีค่าเป็น

R = 8.315 J/mol.K

นอกจากน้ีกฎของกาซสามารถเขียนในเทอมของจำนวนโมเลกุลท้ังหมด N เน่ืองจากว่าจำนวน
โมเลกุลท้ังหมดมีค่าเท่ากับผลคูณของจำนวนโมล (n) กับเลขอาโวกาโดร (NA) ดังน้ันสมการ
9.13 เขียนใหม่ได้เป็น

PV = nRT =
N

NA
RT

PV = NkBT (9.14)

เม่ือ kB คือ ค่าคงท่ีของโบลต์ซมันท์ (Boltzmann’s constant) ซึ่งมีค่าเท่ากับ

kB =
R

NA
= 1.38 × 10−23 J/K

ปริมาณ P , V และ T เราเรียกว่า ตัวแปรทางเทอร์โมไดนามิกส์ (thermodynamic vari-
ables) ของกาซอุดมคติ ถ้าเราทราบสมการสถานะแล้วเราสามารถแสดงตัวแปรหน่ึงในเทอม
ของตัวแปรอีกสองตัวน้ันได้

ตัวอย่างท่ี 2 กาซอุดมคติปริมาตร 100 cm3 ท่ีอุณหภูมิ 20◦C และความดัน 100 Pa จง
หาจำนวนโมลของกาซท่ีบรรจุอยู่ในภาชนะน้ี

วิธีทำ จากกฎของกาซอุดมคติ PV = nRT และ T = 20◦C = 293 K ดังน้ันจะได้ว่า

n =
PV

RT
=

(100) Pa (10−4m3)

(8.315 J/mol.K)(293K)

n = 4.10 × 10−6 mol

9.4 ความร้อนและพลังงานภายใน

ความร้อน (heat) คือพลังงานรูปแบบหน่ึงซึ่งเกิดจากการถ่ายเทพลังงานข้ามขอบเขตของ
ระบบ (system) กับสิ่งแวดล้อม (surrounding) คำว่า ระบบ ในท่ีนีหมายถึง สิ่งท่ีเราสนใจ
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และสิ่งแวดล้อม หมายถึง สิ่งท่ีเราไม่ต้องการศึกษาท่ีอยู่รอบๆระบบน้ัน หน่วยท่ีใช้ในการวัด
ความร้อนท่ีไหลเข้าหรือออกจากระบบ คือ แคลอรี(caloric) โดยท่ี
ความร้อน 1 cal คือ ปริมาณพลังงานท่ีจำเป็นในการทำให้อุณหภูมิของน้ำ 1 กรัม เปลี่ยน
ไป 1 องศาเซลเซียสน่ันคือ 1 cal = 4.186 J
พลังานภายใน (internal energy, U) คือ พลังงานของอะตอมหรือโมเลกุลซึ่งเกี่ยวข้องกับ
พลังงานจลน์และพลังงานศักย์

9.4.1 ความจุความร้อน

ความจุความร้อน (heat capacity, C) คือ ปริมาณความร้อนท่ีจำต้องใช้ในการเพ่ิมอุณหภูมิ
ของสสารให้เปลี่ยนไป 1 ◦C น่ันคือ เราจะได้

Q = CΔT (9.15)

เม่ือ Q คือ ปริมาณความร้อน และ ΔT คือ อุณหภูมิท่ีเปลี่ยนไป ความจุความร้อนต่อหน่ึง
หน่วยมวล เรียกว่า ความร้อนจำเพาะ (specific heat, c) เขียนแทนด้วย

c =
C

m
=

Q

mΔT
(9.16)

จากนิยามดังกล่าว ทำให้เราสามารถเขียนสมการแสดงปริมาณความร้อนท่ีถ่ายเทเข้าไปในส
สารมวล m เพ่ือทำให้มีอุณหภูมิเปลี่ยนไปเป็น ΔT ได้ดังน้ี

Q = mcΔT (9.17)

สสารท่ีมีค่าความจุความร้อนสูง แสดงว่าการท่ีจะทำให้อุณหภูมิของสสารน้ันเพ่ิมข้ึนจากเดิม
น้ันจำต้องใช้พลังงานมากข้ึนด้วยตัวอย่างเช่น พลังงานท่ีต้องใช้ในการเพ่ิมอุณภูมิของน้ำ
มวล 0.500 kg จากเดิมเป็น 3.00◦C มีค่าเท่ากับ (0.500 kg)(4186 K/kg ·◦ C)(3.00◦) =

6.23×103 J ข้อสังเกตุ เม่ืออุณหภูมิเพ่ิมข้ึน Q และ ΔT จะมีค่าเป็นบวก ดังน้ันพลังงานจะ
ไหลเข้าสู่ระบบ ในขณะท่ีอุณหภูมิลดลง Q และ ΔT จะมีค่าเป็นลบ ดังน้ันพลังงานจะไหล
ออกจากระบบ

9.4.2 ความร้อนแฝง

เม่ือมีการถ่ายเทความร้อนเข้าสู่สสารและอุณหภูมิของสสารน้ันไม่เปลี่ยนแปลงแต่สสารน้ัน
มีการเปลี่ยนสถานะหน่ึงไปสู่อีกสถานะหน่ึง เช่น จากสถานะของแข็ง (solid) เปลี่ยนไป
เป็นของเหลว (liquid) ซึ่งเรียกว่าการหลอมละลาย (melting) หรือ การเปลี่ยนสถานะจาก
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ของเหลวไปเป็นกาซ (gas) ซึ่งเรียกว่า การเดือด (boiling) ในการเปลี่ยนสถานะจะเก่ียวข้อง
กับพลังงานภายในระบบและปริมาณความร้อนท่ีใช้ในการเปลี่ยนสถานะของสสารน้ี เราเรียก
ว่า ความร้อนแฝง (Latent heat, L) โดยท่ี

L =
Q

m
(9.18)

ดังน้ันเราจะได้ความร้อนแฝงของการเปลี่ยนสถานะมีค่าเป็น

Q = mL (9.19)

เม่ือ Q คือ ปริมาณความร้อนท่ีสสารได้รับ และ m คือ มวลของสสาร
เราสามารถบรรยายการเปลี่ยนสถานะ (phase change) ของสสารในแง่ของการจัดเรียง

ตัวของโมเลกุล เม่ือสสารน้ันได้รับพลังงานเข้ามาหรือสสารน้ันคายพลังงานออกมาสู่ส่ิงแวดล้อม
สสารทุกชนิดจะประกอบด้วยอะตอม และสสารในแต่ละโมเลกุลก็จะเกิดจากการรวมตัวของ
อะตอม ดังน้ันการเปลี่ยนสถานะของสสารใดๆจึงเกี่ยวข้องกับการเปลี่ยนแปลงโครงสร้างภายใน
ของการจัดเรียงอะตอม เช่น พิจารณาการเปลี่ยนสถานะจากเหลวไปเป็นกาซ (liquid-gas
phase) ของน้ำ โมเลกุลของของเหลวอยู่ใกล้ชิดกันมาก และระหว่างโมเลกุลของของเหลวมี
ค่าแข็งแรงกว่าแรงระหว่างโมเลกุลของน้ำในสถานะกาซเน่ืองจากมีระยะห่างระหว่างโมเลกุล
มากกว่าของของเหลว ผลท่ีตามมาก็คือในการในการแยกโมเลกุลของน้ำให้ออกห่างจากกัน
จำเป็นต้องใช้พลังงานท่ีมากข้ึนเพ่ือให้เอาชนะแรงดึงดูดระหว่างโมเลกุล ปริมาณพลังงานท่ี
ใช้ต่อหน่ึงหน่วยมวลเพ่ือทำให้ของเหลวเปลี่ยนสถานะกลายเป็นไอ เราจึงเรียกว่า ความร้อน
แฝงของการกลายเป็นไอ (latent heat of vaporization)

ในทำนองเดียวกัน สำหรับของแข็งท่ีมีโมเลกุลอยู่ชิดกันมากๆและยึดจับเป็นโครงข่าย
เม่ือเพ่ิมพลังงานให้กับสสารน้ัน โมเลกุลแต่ละตัวก็จะสั่นรอบๆตำแหน่งสมดุลด้วยอัมปลิจูด
ท่ีเพ่ิมข้ึนตามการเพิ่มของอุณหภูมิ ถ้าหากว่าอัมปลิจูดการสั่นสูงมากเพียงพอท่ีจะทำให้พันธะ
ระหว่างโมเลกุล (molecular bonding) น่ันถูกทำลายลง ส่งผลทำให้โมเลกุลแต่ละอันเคลื่อนท่ี
ไปอยู่ท่ีตำแหน่งใหม่และมีระยะห่างระหว่างโมเลกันมากข้ึน ท่ีจุดน้ีเองเรียกว่า จุดหลอมเหลว
ของของแข็ง และพลังงานที่ใช้ในการเปลี่ยนสถานะจากของแข็งเป็นของเหลวต่อหน่ึงหน่วย
มวล เรียกว่า ความร้อนแฝงของการหลอมเหลว (latent heat of fusion)

ตัวอย่างท่ี 3 จงคำนวณหาค่าความร้อนแฝงท่ีใช้ในการเปลี่ยนสถานะของน้ำแข็งมวล 1 kg
ท่ีอุณหภูมิ -30◦ ไปเป็นไอน้ำท่ีอุณหภูมิ 120◦ การเปลี่ยนสถานะของน้ำแข็งแสดงดังรูปท่ี
9.2

วิธีทำ จากรูปจะแบ่งช่วงการเปลี่ยนสถานะของน้ำแข็งไปเป็นไอน้ำออกเป็น 5 ช่วง คือ A,
B, C, D และ E ตามลำดับ ในแต่ละช่วงเราสามารถคำนวณหาค่าความร้อนท่ีใช้ในการ
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รูปท่ี 9.2: การเปลี่ยนสถานะของน้ำแข็งจนกลายเป็นไอน้ำ

เปลี่ยนแปลงดังน้ีคือ
Part A อุณหภูมิของน้ำแข็งเพ่ิมข้ึนจาก −30◦C ไปเป็น 0◦C ในช่วงน้ีค่าความจุความร้อน
ของน้ำแข็งคือ 2090 J/kg.◦C ดังน้ันปริมาณความร้อนท่ีใช้ในการเพิ่มอุณหภูมิหาได้เป็น

Q = miciΔT = (1.00 × 10−3 kg)(2090J/kg.◦C)(30.0◦C) = 62.7 J

Part B ในช่วงน้ีน้ำแข็งเริ่มเปลี่ยนสถานะกลายเป็นน้ำอุณหภูมิจะคงท่ี ค่าความร้อนแฝงของ
การเปลี่ยนสถานะจากของแข็งไปเป็นของเหลว (Latent heat of fusion, Lf ) สำหรับน้ำคือ
3.33 × 105 J/kg ดังน้ันปริมาณความร้อนท่ีใช้หาได้ดังน้ี

Q = mLf = (1.00 × 10−3 kg)(3.33 × 105 J/kg) = 333 J

Part C อุณภูมิของน้ำจะเพ่ิมข้ึนจาก 0.0 ◦C ไปเป็น 100.0 ◦C ค่าความจุของน้ำในช่วงน้ีคือ
4.19 × 103 J/kg.◦C ดังน้ันปริมาณความร้อนท่ีใช้คือ

Q = mwcwΔT = (1.00 × 10−3 kg)(4.19 × 103 J/kg.◦C)(100.0◦C) = 419 J

Part D น้ำเปลี่ยนสถานะกลายเป็นไอ ค่าความร้อนแฝงของการกลายเป็นไอ (Latent heat
of vaporization, Lv) คือ 2.26 × 106 J/kg ดังน้ันปริมาณความร้อนท่ีใช้ในช่วงน้ีคือ

Q = mLv = (1.00 × 10−3 kg)(2.26 × 106 J/kg) = 2.26 × 103 J
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Part E น้ำกลายไอน้ำท่ีอุณภูมิ 120 ◦C ค่าความจุของน้ำในช่วงกลายเป็นไอคือ 2.01 × 103

J/kg.◦C ดังน้ันปริมาณความร้อนท่ีใช้ในการเพิ่มอุณหภูมิของไอน้ำท่ี 100.0◦C ไปเป็นไอน้ำท่ี
120.0◦C คือ

Q = miciΔT = (1.00 × 10−3 kg)(2.01 × 106 J/kg.◦C)(20.0◦C) = 40.2 J

ดังน้ันปริมาณความร้อนท้ังหมดท่ีใช้ในการทำให้น้ำแข็งท่ีอุณหภูมิ -30.0 ◦C กลายเป็นไอน้ำ
ท่ีอุณหภูมิ 120.0 ◦C มีค่าเท่ากับ 62.7 J+333 J+419 J+2.26×106 J+40.2 J = 3.11×103 J

ตัวอย่างท่ี 4 มวลของไอน้ำในตอนเริ่มต้นท่ีอุณหภูมิ 130◦C มีค่าเป็นเท่าใดเพ่ือทำให้น้ำอุ่น
จำนวน 200 g ท่ีบรรจุอยู่ในแก้วท่ีมีมวล 100 g มีอุณภูมิเปลี่ยนจาก 20.0◦C เป็น 50.0◦C
กำหนดให้ ความร้อนแฝงของการกลายเป็นไอของน้ำ = 2.26 × 106 J/kg ความจุความร้อน
จำเพาะของน้ำ = 4.19 × 103 J/kg.◦C ความจุความร้อนจำเพาะของไอน้ำ = 2.10 × 103

J/kg.◦C และความ

วิธีทำ เน่ืองจากไอน้ำสูญเสียพลังงานในสามขั้นตอนดังน้ี
ข้ันท่ี 1 ไอน้ำทำให้เย็นลงท่ีอุณหภูมิ 100◦ พลังงานที่ถ่ายเทในข้ันตอนน้ีคือ

Q1 = mscsΔT = ms(2.01 × 103 J/kg.◦C)(−30.0◦C)

= −ms(6.03 × 104 J/kg)

เม่ือ ms คือ มวลของไอน้ำท่ีไม่ทราบค่า
ข้ันท่ี 2 ไอน้ำเปลี่ยนเป็นน้ำ เพ่ือหาพลังงานท่ีถ่ายเทในการเปลี่ยนสถานะน้ี เราใช้สมการ
Q = −mLv เครื่องลบ แสดงให้เห็นว่าพลังงานไหลออกจากไอน้ำ น่ันคือ

Q2 = −ms(2.26 × 106 J/kg)

ข้ันท่ี 3 อุณหภูมิของน้ำเพ่ิมข้ึนเน่ืองจากอุณหภูมิของไอน้ำลดลง 50◦C พลังงานท่ีใช้ใน
ข้ันตอนน้ีคือ

Q3 = mscwΔT = ms(4.19 × 103 J/kg.◦C)(−50.0◦C)

= −ms(2.09 × 105 J/kg)

พลังงานที่ถ่ายเทท้ังหมดในท้ังสามข้ันตอนมีค่าเป็น

Qhot = Q1 + Q2 + Q3

= −ms(6.03 × 104 + 2.26 × 106 + 2.09 × 105) J/kg

= −ms(2.53 × 106) J/kg
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พิจารณาในส่วนของและแก้วท่ีมีอุณหภูมิเพ่ิมข้ึน พลังงานที่ได้รับหาได้จาก

Qcold = (0.200 kg)(4.19 × 103 J/kg.◦C)(30.0◦C) + (0.100 kg)(837 J/kg.◦C)(30.0◦C)

= 2.77 × 104 J

เน่ืองจากพลังงานที่ออกจากไอน้ำเท่ากับพลังงานที่ไหลเข้าในน้ำกับแก้วน้ำ น่ันคือจะได้

Qcold = −Qhot

2.77 × 104 J = −[−ms(2.53 × 106 J/kg)]

ms = 1.09 × 10−2 kg = 10.9 g

9.5 งานและความร้อนในกระบวนการเทอร์โมไดนามิกส์

ในวิชาเทอร์โมไดนามิกส์ สถานะ (state) ของสสารจะระบุด้วยตัวแปรสถานะ เช่น ปริมาตร
(Volume, V ) ความดัน(Pressure, P ) อุณหภูมิ (Temperature, T ) และพลังงานภายใน
(Internal Energy, ΔEint) จำนวนตัวแปรสถานะท่ีจำเป็นต้องใช้ในการวิเคราะห์สถานะของ
ระบบใดๆน้ันก็ข้ึนอยู่กับธรรมชาติของระบบน้ัน สำหรับสสารท่ีเป็นเน้ือเดียวกัน (homoge-
neous system) เช่น กาซบรรจุในภาชนะท่ีเป็นชนิดเดียวกันโดยปกติตัวแปรสถานะเพียง
สองตัวแปรก็เพียงพอท่ีจะอธิบายระบบน้ี
เรามาพิจารณาระบบของกาซท่ีบรรจุในภาชนะรูปทรงกระบอกท่ีมีลูกสูบท่ีสามารถเคล่ือนท่ี
ได้ดังรูป 9.3(a) ท่ีมีพ้ืนท่ีหน้าตัดของฝาลูกสูบเป็น A ตอนเริ่มต้นภายในกระบอกสูบมีความดัน
P ปริมาตร V เม่ือกาซขยายตัวเกิดแรงดันลูกสูบให้เคล่ือนท่ีข้ึนไปอย่างช้าๆโดยท่ีระบบ
ยังคงอยู่ในสมดุลเชิงความร้อนตลอดเวลา ได้ระยะ dy ทำปริมาตรภายในเพ่ิมข้ึนเป็น V +

dV ดังรูป 9.3(b) ดังน้ันงานที่กาซกระทำต่อฝาลูกสูบคือ

dW = Fdy = PAdy = PdV (9.20)

งานเน่ืองจากการขยายตัวมีค่าเป็นบวกส่วนงานเน่ืองจากการหดตัวมีค่าเป็นลบ ในทางเทอร์
โมไดนามิกส์ งานเป็นบวก หมายถึงพลังงานท่ีถ่ายเทออกจากระบบ ดังน้ันงานท่ีได้จากการ
ขยายตัวของกาซจากปริมาตร Vi ไปเป็นปริมาตร Vf คือ

W =

∫ Vf

Vi

PdV (9.21)

ในการเปลี่ยนแปลงของระบบดังกล่าวจากสถานะหน่ึงไปสู่อีกสถานะหน่ึงงานท่ีเกิดข้ึนจะ
ข้ึนอยู่กับจุดเริ่มต้นกับจุดสุดท้ายและข้ึนอยู่กับเส้นทางของการเปล่ียนแปลงด้วยดังจะเห็น
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รูปท่ี 9.3: กาซบรรจุในกระบอกสูบท่ีมีลูกสูบสามารถเคลื่อนท่ีได้

ได้จากรูปท่ี 9.4(a)-(c) จะเห็นว่างานท่ีเกิดข้ึนจากการเปลี่ยนสถานะจากเริ่มต้นไปยังสถานะ
สุดท้ายตามเส้นทางแตกต่างกันทำให้ได้งานท่ีแตกต่างกันด้วยและงานดังกล่าวจะมีค่าเท่า
กับพ้ืนท่ีใต้กราฟของการเปลี่ยนสถานะตามเส้นทางน้ันๆ

9.6 กฎข้อที่หน่ึงของเทอร์โมไดนามิกส์

กฎข้อท่ีหน่ึงของเทอร์โมไดนามิกส์จะแสดงความสัมพันธ์ระหว่างความร้อน (Q) งาน (W )
และพลังงานภายในระบบ (Eint) เน่ืองจากการถ่ายเทพลังงานระหว่างระบบและสิ่งแวดล้อม
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รูปท่ี 9.4: งานท่ีทำโดยกาซชนิดหน่ึงจากการเปลี่ยนสถานะเริ่มต้นไปยังสถานะสุดท้ายท่ีข้ึน
อยู่กับเส้นทาง
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การเปลี่ยนแปลงของพลังงานภายในระบบ (ΔEint) มีค่าเท่ากับผลต่างของความร้อนและ
งานที่เกิดข้ึน

ΔEint = Q − W (9.22)

ถ้า Q มีค่าเป็นบวกหมายถึงพลังงานเข้าสู่ระบบหรือระบบดูดความร้อน แต่ถ้า Q เป็นลบ
หมายถึงพลังงานออกจากระบบหรือระบบคายความร้อน ส่วน W มีค่าเป็นบวกหมายถึง
ระบบทำงานแต่ถ้าW เป็นลบหมายถึงสิ่งแวดล้อมทำงานพิจารณาระบบปิด (isolated sys-
tem) ซึ่งเป็นระบบท่ีไม่มีการแลกเปลี่ยนพลังงานกับสิ่งแวดล้อมจากกฎข้อท่ีหน่ึงของเทอร์
โมไดนามิกส์ทำให้ได้ว่า Q = W = 0 ดังน้ัน ΔEint = 0 ด้วย น่ันหมายความว่าสำหรับ
ระบบปิดใดๆ พลังงานภายในระบบจะมีค่าคงท่ี

กรณีระบบท่ีไม่ใช่ระบบปิด พลังงานมีการแลกเปลี่ยนระหว่างระบบกับสิ่งแวดล้อม และ
มีการเปลี่ยนแปลงตามกระบวนการครบรอบ (cyclic process) ซ่ึงเป็นกระบวนการที่จุดเริ่มต้น
กับจุดสุดท้ายเป็นจุดเดียวกันน่ันคือในกรณีการเปลี่ยนแปลงของพลังงานภายในระบบมีค่า
เป็นศูนย์เน่ืองจากความร้อนท่ีเข้าสู่ระบบจะเท่ากับงานท่ีระบบทำต่อสิ่งแวดล้อม

ΔEint = 0 และ Q = W

จากแผนภาพ PV ในรูป 9.4 จะเห็นว่าสำหรับกระบวนการครบรอบ งานสุทธิท่ีทำโดยระบบ
ในหน่ึงรอบเท่ากับพ้ืนท่ีท่ีปิดล้อมด้วยเส้นทางของการเปลี่ยนแปลงสถานะ กระบวนการทาง
เทอร์โมไดนามิกส์ท่ีสำคัญประกอบด้วย

• กระบวนการ Adiabatic คือ กระบวนการท่ีไม่มีการส่งผ่านความร้อนเข้าหรือออกจาก
ระบบขณะท่ีมีการเปลี่ยนสถานะหน่ึงไปสู่อีกสถานะหน่ึง น่ันคือ Q = 0 โดยกฎข้อท่ี
หน่ึงของเทอร์โมไดนามิกส์ทำให้ได้ว่า

ΔEint = −W และ Q = 0

• กระบวนการ Isobaric คือ กระบวนการท่ีระบบเปลี่ยนจากสถานะเริ่มต้นไปยังสถานะ
สุดท้ายภายใต้ความดันคงท่ีดังน้ันงานที่ได้จากกระบวนการน้ีคือ

W = P (Vf − Vi)

• กระบวนการ Isovolumetric คือกระบวนการเปลี่ยนสถานะจากเริ่มต้นไปยังสถานะสุดท้าย
ภายใต้ปริมาตรท่ีคงท่ี น่ันคือ

ΔEint = Q และ W = 0
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รูปท่ี 9.5: การขยายตัวของกาซอุดมคติผ่านกระบวนการ Isothermal

• กระบวนการ Isothermal คือ กระบวนการท่ีระบบเปลี่ยนสถานะหน่ึงไปสู่อีกสถานะ
ภายใต้อุณหภูมิคงท่ี ทำให้พลังงานภายในระบบไม่เปลี่ยนแลง น่ันคือ

Q = W และ ΔEint = 0

พิจารณาการขยายตัวแบบ Isothermal ของกาซอุดมคติ ดังรูป 9.5 สำหรับกาซอุดมคติ
สมการสถานะของกาซ คือ

PV = nRT (9.23)

เม่ือ R = 8.315 J/mol.K n = m
M
คือ จำนวนโมลของสสาร m คือ มวลของสสาร และ M

คือมวลโมเลกุลของสสาร เช่นโมเลกุลของออกซิเจน (O2) มีค่าเท่ากับ 32 g/mol เป็นต้น
นอกจากน้ีสมการสถานะของกาซอุดมคติอาจจะเขียนในอีกรูปแบบได้เป็น

PV = NkBT (9.24)

เม่ือ N คือ จำนวนโมเลกุลท้ังหมด NA คือ Avogadro’s number ซึ่งมีค่าเท่ากับ 6.02×1023

โมเลกุล และ kB = R
NA

คือค่าคงท่ีของ Boltzmann มีค่าเท่ากับ 1.38 × 10−23 J/K

จากกราฟ PV ในรูป 9.5 งานท่ีระบบทำจากการเปลี่ยนสถานะ i ไปสู่สถานะ f ภายใต้
อุณหภูมิคงท่ีคือ

W =

∫ Vf

Vi

PdV =

∫ Vf

Vi

nRT

V
dV

= nRT

∫ Vf

Vi

dV

V

W = nRT ln(
Vf

Vi
) (9.25)

คำถาม? ในรูปท่ี 9.6 ซึ่งแสดงกราฟการเปลี่ยนแปลงสถานะตามกระบวนการของเทอร์โมได
นามิกส์แบบต่างๆ ตามเส้นทาง A, B, C และ D ตามลำดับ ให้ระบุว่าเส้นทางแต่ละเส้นว่า
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มีกระบวนทางเทอร์โมไดนามิกส์อะไรบ้าง

T1

T2

T3

T4

V

P

A

B
C

D

รูปท่ี 9.6: กราฟการเปลี่ยนสถานะผ่านทางกระบวนการเทอร์โมไดนามิกส์ กราฟแต่ละเส้น
จะสัมพันธ์กับอุณหภูมิแต่ละค่า

ตัวอย่างท่ี 5 กาซอุดมคติปริมาณ 1 โมล ถูกเก็บไว้ท่ีอุณหภูมิ 0.0◦C ขยายตัวจากปริมาตร
3.0 ลิตร ไปเป็น 10.0 ลิตร จงหา
(ก) งานท่ีทำโดยการขยายตัวของกาซ
(ข) พลังงานที่ถ่ายเทออกมาจากระบบ

วิธีทำ (ก) โดยใช้สมการ 9.25 ทำให้ได้งานของการขยายตัวสำหรับกาซอุดมคติเป็นดังน้ี

W = nRT ln(
Vf

Vi
) = (1.0 mol)(8.31 J/mol.K)(273.0 K) ln(

10

3
)

W = 2.7 × 103 J

(ข) เน่ืองจากการเปลี่ยนสถานะของระบบอยู่ภายใต้อุณหภูมิคงท่ี น่ันคือพลังงานภายในระบบ
จะไม่เปลี่ยนแปลง ดังน้ันจากกฎข้อท่ีหน่ึงของเทอร์โมไดนามิกส์ จะได้ว่า

ΔEint = Q − W

0 = Q − W

W = Q = 2.7 × 103 J

ตัวอย่างท่ี 6 น้ำมวล 1 g ถูกทำให้กลายเป็นไอโดยกระบวนการ isobaric มีความดันคงท่ี
เท่ากับ1.013× 105 Pa ปริมาตรของน้ำขณะท่ีเป็นของเหลวคือ 1.00 cm3 และปริมาตรของ
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ไอน้ำคือ 1671 cm3 จงหางานท่ีทำในการขยายตัวและพลังงานภายในระบบท่ีเปลี่ยนแปลง
ไป สมมติว่าไม่สนใจการผสมของไอน้ำกับอากาศท่ีอยู่รอบๆ

วิธีทำ งานที่เกิดข้ึนสำหรับกระบวนการ isobaric คือ

W = P (Vf − Vi) = (1.013 × 105 Pa)(1671 − 1.0) × 10−6 m3

= 169 J

และความร้อนท่ีใช้ในการเปลี่ยนสถานะจากน้ำไปเป็นไอน้ำหาได้จาก

Q = mL = (1 × 10−3 kg)(2.26 × 106 J/kg)

= 2260 J

จากกฎข้อท่ีหน่ึงของเทอร์โมไดนามิกส์ จะได้พลังงานภายในระบบท่ีเปลลี่ยนแปลงไปมีค่า
เป็นดังน้ี

ΔEint = Q − W = 2260 − 169 = 2.09 J

9.7 กลไกการขนส่งพลังงาน (energy transfer mechanism)

9.7.1 การนำความร้อน (thermal conduction)

กระบวนการเคลื่อนย้ายพลังงานท่ีเกี่ยวข้องกับความแตกต่างของอุณหภูมิคือ การนำความ
ร้อน (thermal conduction) เช่น ถ้าเราจับปลายแท่งโลหะด้านหน่ึงไว้และปลายอีกด้านนำไป
ใส่ในเปลวไฟ เราจะรู้สึกได้ทันท่ีว่าอุณหภูมิท่ีปลายโลหะด้านท่ีเราจับกำลังเพ่ิมข้ึน เน่ืองจาก
การวัตถุมีการส่งผ่านพลังงานความร้อนจากปลายด้านหน่ึงไปยังอีกด้านหน่ึงเน่ืองจากมีความ
แตกต่างของอุณหภูมิ อัตราการนำความร้อนจะข้ึนอยู่กับสมบัติของสสาร โดยท่ัวไปโลหะถือ
ว่าเป็นตัวนำความร้อนท่ีดี เพราะว่าอิเล็กตรอนของโลหะน้ันสามารถเคลื่อนท่ีได้อย่างอิสระ
ทำให้การส่งผ่านความร้อนได้ดีน่ันเอง

พิจารณาการส่งผ่านความร้อนของวัตถุท่ีมีความหนา Δx และมีพ้ืนท่ีหน้าตัดเป็น A

ซึ่งท่ีผิวด้านหน้าและด้านหลังมีอุณหภูมิเป็น T2 และ T1 ตามลำดับ ดังรูปท่ี 9.7 ในการ
ทดลองเราพบ พลังงานความร้อน Q จะถูกส่งผ่านในช่วงเวลา Δt จากด้านท่ีร้อนท่ีสุดไปยัง
ด้านท่ีเย็นท่ีสุด อัตราการส่งผ่านความร้อน Q/Δt จะเป็นสัดส่วนโดยตรงกับพ้ืนท่ีหน้าตัด A

และผลต่างของอุณหภูมิ ΔT = T2 − T1 และเป็นสัดส่วนผกผันกับความหนา Δx น่ันคือ

Q

Δt
∝ A

ΔT

Δx
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A

T1

T2

Δx

Energy flow for T2 > T1

รูปท่ี 9.7: การส่งผ่านความร้อนของแผ่นตัวนำท่ีมีความหนา Δx และมีพ้ืนท่ีหน้าตัด A

เพ่ือความสะดวกเรากำหนดให้ P คือ อัตราการส่งผ่านความร้อน สำหรับวัสดุท่ีมีความหนา
น้อย dx และมีความแตกต่างของอุณภูมิเป็น dT เราสามารถเขียนกฎการนำความร้อน (law
of thermal conduction) ได้ดังน้ี

P =
Q

Δt
= kA

∣∣∣∣dT

dx

∣∣∣∣ (9.26)

เม่ือ k คือ สภาพการนำความร้อนของวัสดุ (thermal conductivity) จากสมการ 9.26 จะพบ
ว่าหน่วยของอัตราการส่งผ่านความร้อนคือ จูลต่อวินาที (J/s) หรือ วัตต์ (W) ในกรณี
แท่งตัวนำมีความยาวอย่างสม่ำเสมอ L และมีวัสดุกันความร้อนห่อหุ้มป้องกันการไหลออก
ด้านข้างของความร้อนยกเว้นตรงปลายท้ังสองด้านดังแสดงในรูป 9.8 ในกรณีน้ีอุณหภูมิท่ี
แต่ละจุดจะคงท่ีตลอดเวลาดังน้ันทำให้ได้∣∣∣∣dT

dx

∣∣∣∣ =
T2 − T1

L

ดังน้ัน อัตราการส่งผ่านความร้อนโดยการนำความร้อนของวัสดุน้ีคือ

P = kA
(T2 − T1)

L
(9.27)

และสำหรับตัวนำท่ีประกอบด้วยวัสดุหลายๆช้ันโดยแต่ละช้ันมีความหนาเป็น L1, L2, · · ·
และมีค่าสภาพนำความร้อนเป็น k1, k2, · · · ดังน้ันอัตราการส่งผ่านพลังงานความร้อนของ
ตัวนำท่ีมีหลายช้ันของวัสดุประกอบกันมีค่าดังน้ีคือ

P = A
(T2 − T1)∑

i(Li/ki)
(9.28)
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Energy flowT2
T1

L

T2 > T1

Insulation

รูปท่ี 9.8: การนำความร้อนของแท่งตัวนำท่ีมีฉนวนกันความร้อนห่อหุ้มไว้

เม่ือ T1 และ T2 คืออุณหภูมิท่ีผิวด้านนอกของตัวนำ

ตัวอย่างท่ี 7 วัสดุสองชนิดท่ีมีความหนาเป็น L1 และ L2 มีสภาพนำความร้อนเป็น k1 และ
k2 นำมาสัมผัสกันดังรูป 9.9 อุณหภูมิท่ีผิวด้านนอกของวัสดุท้ังสองคือ T1 และ T2 โดยท่ี
T2 > T1 จงหาอุณหภูมิท่ีรอยต่อของผิววัสดุท้ังสองและหาค่าอัตราการส่งผ่านพลังงานความ
ร้อน

L1L2

k2 k1T2 T1

T

รูปท่ี 9.9: สำหรับโจทย์ตัวอย่างท่ี 4

วิธีทำ ถ้าให้ T คือ อุณหภูมิตรงรอยต่อ แล้วอัตราการส่งผ่านพลังงานที่ช้ันวัสดุท่ี 1 คือ

P1 =
k1A(T − T1)

L1

ในทำนองเดียวกัน อัตราการส่งผ่านพลังงานที่วัสดุท่ี 2 คือ

P2 =
k2A(T2 − T )

L2

ในสภาวะคงตัวอัตราการส่งผ่านพลังงานของท้ังสองวัสดุจะมีค่าเท่ากัน น้ันคือ

k1A(T − T1)

L1
=

k2A(T2 − T )

L2

T =
k1L2T1 + k2L2T2

k1L1 + k2L2
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และอัตราการส่งผ่านพลังงานระหว่างวัสดุท้ังสองคือ

P =
A(T2 − T1)

(L1/k1) + (L2/k2)

9.7.2 การพาความร้อน (convection)

การส่งผ่านความร้อนโดยการพาความร้อน จะใช้โมเลกุลของตัวกลางท่ีได้รับความร้อนเป็น
ตัวพาความร้อนจากบริเวณท่ีมีอุณหภูมิสูงกว่าไปยังบริเวณท่ีมีอุณหภูมิต่ำกว่า เช่น เม่ือเรา
เอามืออังเหนือเตาไฟจะรู้สึกร้อน เพราะว่าโมเลกุลของอากาศท่ีร้อนขยายตัวมีความหนาแน่น
ลดลงแล้วลอยตัวสูงข้ึนกระทบมือ จึงทำให้เรารู้สึกร้อน การพาความร้อนแบ่งตามชนิดการ
เคลื่อนท่ีของโมเลกุลตัวกลางได้ 2 ชนิด คือ

• การพาความร้อนอย่างอิสระ (free convection) เป็นการพาความร้อนท่ีโมเลกุลของ
ตัวกลางเคลื่อนท่ีไปเพราะมีความหนาแน่นต่างกนั เช่น การเกิดลม และการระบาย
อากาศเสียของโรงงานทางปล่องไฟ เป็นต้น

• การพาความร้อนอย่างไม่อิสระ (forced convection) เป็นการพาความร้อนท่ีโมเลกุล
ของตัวกลางถูกทำให้เคลื่อนท่ีโดยแรงจากภายนอก เช่น การระบายความร้อนของหม้อน้ำ
รถยนต์ พัดลม และเครื่องทำความเย็น

9.7.3 การแผ่รังสี (radiation)

วัตถุทุกท้ังหมดจะปล่อยพลังงานอย่างต่อเน่ืองในรูปของคลื่นแม่เหล็กไฟฟ้า (electromag-
netic waves) อันเน่ืองมาจากการสั่นของโมเลกุล และอัตราท่ีวัตถุปล่อยพลังงานออกมาเป็น
สัดส่วนโดยตรงกับค่าอุณหภูมิสัมบูรณ์ของวัตถุยกกำลังสี่ เรียกว่า กฎของเสเตฟาน (Ste-
fan’s law) และเขียนสมการได้ดังน้ี

P = σAeT 4 (9.29)

เม่ือ P คือกำลังในหน่วยวัตต์ (W) ของการปลดปล่อยพลังงานของวัตถุ σ คือ ค่าคงท่ี เท่า
กับ 5.6696 × 10−8 W/m2.K4 A คือพ้ืนท่ีของวัตถุ (m2) e คือค่าคงท่ีการปลดปล่อย (e-
missivity constant) ซึ่งมีค่าอยู่ระหว่าง 0 และ 1 ข้ึนอยู่กับสมบัติของผิววัตถุและ T คือ
อุณหภูมิท่ีผิว (K)

ขณะท่ีวัตถุแผ่รังสีความร้อนออกจะมีการดูดกลืนรังสีความร้อนของวัตถุอื่นท่ีแผ่มาด้วย
ถ้าอัตราการแผ่มากกว่าอัตราการดูด วัตถุจะเย็นลง หรือถ้าอัตราการแผ่น้อยกว่าอัตราการดูด



9.8 ทฤษฎีจลน์ของกาซ 195

วัตถุจะร้อนข้ึน และถ้าอัตราท้ังสองเท่ากันเม่ือใดวัตถุจะมีอุณหภูมิคงท่ี ถ้ากำหนดให้ วัตถุมี
อุณหภูมิ T และสิ่งแวดล้อมมีอุณหภูมิ T0 อัตราการแผ่รังสีระหว่างวัตถุกับสิ่งแวดล้อมมีค่า
เท่ากับผลต่างของอัตราการแผ่และอัตราการดูดรังสี จึงเขียนเป็นสมการได้ดังน้ี

Pnet = σAe(T 4 − T 4
0 ) (9.30)

จากสมการดังกล่าวทำให้เรานิยามเกี่ยวกับ วัตถุท่ีดูดกลืนพลังงานได้ท้ังหมดเม่ือมีรังสีตก
กระทบท่ีผิววัตถุน้ัน เป็น ตัวดูดกลืนอุดมคติ (ideal absorber) สำหรับวัตถุแบบน้ีจะมีค่า
e = 1 ในบางครั้งเราเรียกว่า วัตถุดำ (black body) และในทางกลับกัน วัตถุท่ีทำการสะท้อน
รังสีท้ังหมดเม่ือมีรังสีตกกระทำผิว (e = 0) เรียกว่า ตัวสะท้อนอุดมคติ (ideal reflector) น่ัน
คือจะแผ่รังสีความร้อนออกท้ังหมด

9.8 ทฤษฎีจลน์ของกาซ

ในหัวข้อท่ีผ่านมาจะเห็นว่าเราใช้ตัวแปรสถานะในระดับมหภาค (macroscopic variables)
เช่น ความดัน ปริมาตร และอุณหภูมิ เพ่ือหาสมบัติต่างๆของกาซอุดมคติ ในอีกด้านหน่ึง
สมบัติของกาซเหล่าน้ีสามารถหาได้โดยการศึกษาพฤติกรรมของแต่ละอะตอมหรือโมเลกุล
ของกาซท่ีอยู่ในระบบน้ันโดยอาศัยหลักสถิติ ในการศึกษาเกี่ยวกับพฤติกรรมของกาซในระดับ
จุลภาค (microscopic level) น้ันเราเรียกว่า ทฤษฎีจลน์ของกาซ (kinetic theory of gases)

9.8.1 แบบจำลองของกาซอุดมคติ

ข้อสมมติฐานที่ใช้ในการสร้างแบบจำลองเชิงโมเลกุลของกาซอุดมคติมีดังน้ีคือ

• โมเลกุลมีจำนวนมากและระยะห่างเฉลี่ยระหว่างโมเลกุลมากกว่าขนาดเส้นผ่านศูนย์กลาง
ของโมเลกุลน่ันคือปริมาตรของโมเลกุลน้อยมากๆเม่ือเทียบกับปริมาตรของภาชนะท่ี
บรรจุ

• โมเลกุลประพฤติตัวเป็นไปตามกฎการเคลื่อนท่ีของนิวตัน แต่เน่ืองจากโมเลกุลท้ังหมด
น้ันสามารถเคลื่อนท่ีไปได้ทุกทิศทางด้วยความน่าจะเป็นท่ีเท่ากัน ซึ่งอาจจะกล่าวได้ว่า
เป้นเคลื่อนท่ีแบบสุ่ม (random)

• การชนกันของโมเลกุลหรือการชนกับผนังภาชนะเป็นการชนแบบยืดหยุ่น น่ันคือท้ัง
โมเมนตัมและพลังงานจลน์มีค่าคงท่ี
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• แรงระหว่างโมเลกุลมีเฉพาะในช่วงการชน หมายความว่าเป็นแรงระยะสั้น

• กาซท่ีพิจารณาเป็นสสารชนิดเดียว น่ันคือโมเลกุลของกาซทุกโมเลกุลมีลักษณะเหมือน
กันทุกประการ

9.8.2 ความดันของกาซท่ีบรรจุในภาชนะลูกบาศก์

พิจารณากล่องลูกบาศก์ท่ีมีความยาวของแต่ละด้านเป็น d บรรจุกาซ N โมเลกุลดังรูป 9.10(a)
พิจารณาการชนของหน่ึงอนุภาคซึ่งเคลื่อนท่ีด้วยความเร็ว �v ดังน้ันความเร็วในองค์ประกอบ
ตามแกน x, y และ z คือ vx, vy และ vz ตามลำดับ ขณะท่ีโมเลกุลชนกับผนังความเร็ว
ในองค์ประกอบตามแกน x จะมีทิศตรงกันข้ามเน่ืองจากการชนเป็นแบบยืดหยุ่น ในขณท่ี
ความเร็วในองค์ประกอบตามแกน y และ z ยังคงไม่เปลี่ยนแปลงดังรูป 9.10(b) เพราะว่า

�vx

�vy

−�vx

�vy �v

�v

x

y

z

d

d

d

m
�vx

�v

(a) (b)

รูปท่ี 9.10: (a) กาซบรรจุในกล่องลูกบาศก์ (b) โมเลกุลของกาซชนกับผนังภาชนะแบบ
ยืดหยุ่น

โมเมนตัมในองค์ประกอบตามแกน x ก่อนชนของโมเลกุลคือ mvx และโมเมนตัมหลังชน
คือ −mvx ดังน้ันการเปลี่ยนแปลงโมเมนตัมเน่ืองจากการชนจึงมีค่าเป็น

Δpx = −mvx − (mvx) = −2mvx

จากทฤษฎีการดล-โมเมนตัม ทำให้เราได้

F1Δt = Δpx = −2mvx
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เม่ือ F1 คือแรงเฉลี่ยท่ีโมเลกุลชนกับผนังในช่วงเวลา Δt และสำหรับโมเลกุลท่ีชนสองครั้ง
ท่ีผนังด้านเดียวกันจะต้องใช้เวลาในการเคลื่อนท่ี 2d ในแนวแกน x ดังน้ันช่วงเวลาระหว่าง
การชนสองครั้งท่ีผนังด้านเดียวกันคือ Δt = 2d/vx ดังน้ันแรงเฉลี่ยท่ีเกิดข้ึนในช่วงการชนมี
ค่าเป็นดังน้ี

F1 =
−2mvx

Δt
=

−2mvx

2d/vx

=
−mv2

x

d
(9.31)

สอดคล้องกับกฎการเคลื่อนท่ีข้อท่ีสามของนิวตันคือว่าแรงเฉลี่ยท่ีโมเลกุลน้ันชนผนังจะมี
ขนาดเท่ากับแรงท่ีผนังกระทำต่อทุกโมเลกุลแต่มีทิศตรงกันข้าม น่ันคือ

F1,on wall = −F1 = −
(−mv2

x

d

)
=

mv2
x

d

เน่ืองจากแต่ละโมเลกุลกระทำต่อผนังด้วยแรง F1 ดังน้ันแรงลัพธ์ท่ีกระทำต่อผนังของโมเลกุล
ท้ังหมดคือ

F =
m

d
(v2

x1 + v2
x2 + · · · )

เน่ืองจากค่ากำลังสองของความเร็วเฉลี่ยสำหรับระบบท่ีประกอบด้วยจำนวน N โมเลกุลคือ

v̄2
x =

v2
x1 + v2

x2 + · · · + v2
xN

N

ดังน้ันแรงลัพธ์ท่ีกระทำต่อผนังเขียนใหม่ได้เป็น

F =
Nm

d
v̄2

x

เม่ือพิจารณาความเร็วของโมเลกุลท้ังสามองค์ประกอบตามแกน x, y และ z ทำให้ได้ว่า

v̄2 = v̄2
x + v̄2

y + v̄2
z

เน่ืองจากเป็นการเคลื่อนแบบสุ่มและมีความน่าจะเป็นในการเคลื่อนในแต่ละองค์ประกอบเท่า
กันดังน้ันทำให้ได้ v̄2 = 3v̄2

x และทำให้เราสามารถหาแรงเฉลี่ยท่ีกระทำต่อผนังภาชนะได้เป็น

F =
N

3

(
mv̄2

d

)

ความดันของกาซ ท่ีกระทำต่อผนังภาชนะสามารถหาได้ดังน้ี

P =
F

A
=

F

d2
=

1

3

(
N

d3
mv̄2

)
=

1

3

(
N

V
mv̄2

)

P =
2

3

(
N

V

)(
1

2
mv̄2

)
(9.32)
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จะเห็นว่าความดันของกาซเป็นสัดส่วนโดยตรงกับจำนวนโมเลกุลต่อหน่ึงหน่วยปริมาตรและ
เป็นสัดส่วนโดยตรงกับพลังงานจลน์ของการเลื่อนตำแหน่งเฉลี่ยของโมเลกุลกาซจากสมการ
9.32 แสดงให้เห็นถึงความเช่ือมโยงของความดันของกาซซึ่งเป็นปริมาณท่ีวัดในระดับมห
ภาคกับความเร็วเฉลี่ยของอนุภาคแต่ตัวซึ่งเป็นปริมาณในระดับจุลภาค

9.8.3 การแปลความหมายในเชิงโมเลกุลของอุณหภูมิ

จากสมการสถานะของกาซอุดมคติ PV = nRT = NkBT ดังน้ันจะได้ว่า

2

3

(
N

V

)(
1

2
mv̄2

)
= NkBT

T =
2

3kB

(
1

2
mv̄2

)

จากสมการจะเห็นว่าอุณหภูมิของกาซวัดได้โดยตรงจากค่าเฉลี่ยพลังงานจลน์ของโมเลกุลน่ันเอง
หรืออาจจะเขียนพลังงานจลน์ของการเลื่อนตำแหน่งในเทอมของอุณหภูมิได้เป็นดังน้ี

1

2
mv̄2 =

3

2
kBT (9.33)

เน่ืองจากความเร็วมีองค์ประกอบตามแกน x, y และ z ทำให้เราเขียนพลังงานจลน์เฉลี่ยใน
แต่ละองค์ประกอบความเร็วได้ดังน้ี

1

2
mv̄2

x =
1

2
kBT

1

2
mv̄2

y =
1

2
kBT

1

2
mv̄2

y =
1

2
kBT

พลังงานจลน์ของโมเลกุลจะถูกแบ่งออกเป็นสามส่วนเท่าๆกันสำหรับในแต่ละองค์ประกอบ
ของความเร็วตามแกน x, y และ z ซึ่งเรียกว่า ทฤษฎีการแบ่งเท่ากันพลังงาน (theorem of
equipartition of energy) เม่ือพิจารณาท้ังระบบท่ีมีจำนวน N โมเลกุล จะได้ว่า พลังงาน
จลน์ของการเลื่อนตำแหน่งท้ังหมดคือ

Etrans = N

(
1

2
mv̄2

)
=

3

2
NkBT =

3

2
nRT (9.34)

ค่ารากท่ีสองของ v̄2 เรียกว่า อัตราเร็วรากท่ีสองของกำลังสองเฉลี่ย (root-mean square
(rms) speed) ซึ่งมีค่าดังน้ี

vrms =
√

v̄2 =

√
3kBT

m
=

√
3RT

M
(9.35)
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เม่ือ M คือ มวลโมเลกุล (molar mass) จากสมการ 9.35 แสดงให้ว่าสำหรับอุณหภูมิค่า
หน่ึง อัตราเร็วของโมเลกุลจะข้ึนอยู่กับขนาดของมวลโมเลกุล โมเลกุลท่ีมีมวลน้อยกว่าก็จะ
มีอัตราเร็วสูงกว่าโมเลกุลท่ีมวลมาก

ตัวอย่างท่ี 8 ถังบรรจุกาซฮีเลียมมีปริมาตร 0.300 m3 มีกาซฮีเลียมบรรจุอยู่จำนวน 2 mol
ท่ีอุณหภูมิ 20◦C สมมติว่ากาซฮีเลียมประพฤติตัวเหมือนกาซอุดมคติ จงหา

(ก) พลังงานจลน์ในการเลื่อนตำแหน่งของโมเลกุลกาซฮีเลียม

(ข) พลังงานจลน์เฉลี่ยต่อโมเลกุล

(ค) อัตราเร็วรากท่ีสองของกำลังสองเฉลี่ย

วิธีทำ
(ก) โจทย์กำหนด n = 2 mol และ T = 20◦C = 293 K ดังน้ันพลังงานจลน์สำหรับการ
เลื่อนตำแหน่งมีค่าเป็น

Etrans =
3

2
nRT =

3

2
(2)(8.31 J/mol.K)(293 K)

= 7.30 × 103 J

(ข) พลังงานจลน์เฉลี่ยต่อโมเลกุลหาได้ดังน้ี

1

2
mv̄2 =

3

2
kBT =

3

2
(1.38 × 10−23 J/k)(293 K)

= 6.07 × 10−21 J

(ค) มวลโมเลกุลของกาซฮีเลียม (M) คือ 4.00×103 kg/mol ดังน้ัน อัตราเร็วรากท่ีสองของ
กำลังสองเฉลี่ยคือ vrms หาได้จาก

vrms =

√
3RT

M
=

√
3(8.31 J/mol.K)(293 K)

4.0 kg/mol

= 1.35 × 103 m/s

9.9 ความร้อนจำเพาะโมลาร์ของกาซอุดมคติ

พิจารณาการเปลี่ยนสถานะตอนเริ่มต้นไปยังสถานะสุดท้ายของกาซอุดมคติ ในหลายๆกระบวนการ
ภายใต้จากเปลี่ยนแปลงอุณหภูมิ ΔT = Tf − Ti ดังแสดงในรูป 9.11 จะเห็นว่าในแต่ละ
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เส้นทางของการเปลี่ยนแปลง ΔT มีค่าเท่ากัน และทำให้พลังงานภายในระบบ (ΔEint) ท่ี
เปลี่ยนไปมีค่าเท่ากันด้วย จากกฎข้อท่ี 1 ของเทอร์โมไดนามิกส์ Q = ΔEint + W งานที่ทำ
ในแต่ละเส้นทางมีค่าแตกต่างกัน ดังน้ันทำให้ความร้อนมีค่าไม่เท่ากันข้ึนอยู่กับเส้นทางการ
เปลี่ยนแปลง ดังน้ันในการนิยาม ความร้อนจำเพาะโมลาร์ (molar specific heat) จึงพิจารณา
จากสองกระบวนการที่เกิดข้ึนเสมอๆ น้ันคือ กระบวนการท่ีปริมาตรคงท่ี และ กระบวนการ
ท่ีความดันคงท่ี ดังสมการ

�

�

�

�

T

P

V

T + ΔT
i

f

f ′

f ′′

Isothermals

รูปท่ี 9.11: การเปลี่ยนสถานะของกาซอุดมคติจากอุณหภูมิ T ไปยัง T + ΔT ในสาม
เส้นทาง

Q = nCV ΔT (constant volume) (9.36)

Q = nCP ΔT (constant pressure) (9.37)

เม่ือ CV และ CP คือ ค่าความร้อนจำเพาะโมลาร์ท่ีปริมาตรคงท่ีและท่ีความดันคงท่ีตาม
ลำดับ

เม่ือพลังงานความร้อนเข้าสู่ระบบ โดยท่ีปริมาตรไม่เปลี่ยนแปลง ระบบไม่มีการทำงาน
(W =

∫
PdV = 0) ดังน้ันจากกฎข้อท่ี 1 ของเทอร์โมไดนามิกส์ จะได้

Q = ΔEint (9.38)

หรือพูดอีกนัยหน่ึงก็คือ พลังงานความร้อนท่ีเข้าสู่ระบบจะถูกเปลี่ยนไปเป็นพลังงานภายใน
ท้ังหมด (อุณหภูมิของระบบเพ่ิมข้ึน) และทำให้ได้ว่า

ΔEint = nCV ΔT (9.39)

ถ้าความร้อนจำเพาะโมลาร์มีค่าคงท่ี เราสามารถแสดงได้ว่าพลังงานภายในของกาซมีค่าเป็น
ดังน้ี

Eint = nCV T (9.40)
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เม่ือพิจารณาการเปลี่ยนแปลงน้อยๆ น่ันคือ T → T + dT และ Eint → dEint ทำให้เรา
เขียนสมการความร้อนจำเพาะโมลาร์ได้ใหม่เป็น

CV =
1

n

dEint

dT
(9.41)

สำหรับกาซอุดมคติชนิดอะตอมเดียว (monatomic ideal gas) พลังงานภายในท้ังหมดมีค่า
เท่ากับ Eint = 3

2
nRT เม่ือแทนลงสมการ 9.41 ทำให้ได้

CV =
3

2
R = 12.5 J/mol.K (9.42)

ในตอนน้ีเรากลับมาท่ีการเปลี่ยนแปลงตามกระบวนการท่ีความดันคงท่ี จะได้ว่าพลังงานความ
ร้อนท่ีไหลเข้าสู่ระบบคือ Q = nCP ΔT เน่ืองจากปริมาตรมีค่าเพ่ิมข้ันงานท่ีกาซกระทำใน
การขยายตัวคือ W = PΔV จากกฎข้อท่ี 1 ของเทอร์โมไดนามิกส์ จะได้ว่า

ΔEint = Q − W = nCP ΔT − PΔV (9.43)

เพราะว่าการเปลี่ยนแปลงพลังงานภายในระบบขึ้นอยู่กับอุณหภูมิเท่าน้ัน ดังน้ัน เม่ือแทนค่า
ΔEint = nCV ΔT และ PΔV = nRΔT ลงในสมการ 9.43 ทำให้ความสัมพันธ์ระหว่าง
CV และ CP ดังน้ี

nCV ΔT = nCP ΔT − nRΔT

CP − CV = R (9.44)

สมการน้ีแสดงให้เห็นว่า ความร้อนจำเพาะโมลาร์ท่ีความดันคงท่ี (CP ) มีค่ามากกว่าความ
ร้อนจำเพาะโมลาร์ท่ีปริมาตรคงท่ี (CV ) เท่ากับค่าคงตัวสากลของกาซ (R) สำหรับกาซชนิด
อะตอมเดียว CV = 3

2
R และ CP = 5

2
R อัตราส่วนของค่าท้ังสองน้ีกำหนดโดย

γ =
CP

CV

=
(5/2)R

(3/2)R
=

5

3
= 1.67 (9.45)

9.10 กระบวนการ Adiabatic สำหรับกาซอุดมคติ

ในรูป 9.12 กระบวนการเปลี่ยนแปลงของกาซอุดมคติจากสถานะหน่ึง ท่ีมีอุณหภูมิ Ti ไปสู่
อีกสถานะหน่ึงท่ีมีอุณหภูมิ Tf โดยท่ีไม่มีพลังงานความร้อนเข้าหรือออกจากระบบ เรียกว่า
กระบวนการ Adiabaic (Adiabatic process) จากกฎข้อท่ี 1 ของเทอร์โมไดนามิกส์ ΔEint =

Q − W เม่ือ Q = 0 และเน่ืองจากพลังงานภายข้ึนอยู่กับอุณหภูมิเท่าน้ัน ดังน้ันเราจะได้ว่า
สำหรับการเปลี่ยนแปลงน้อยๆ

dEint = nCV dT = −PdV



202 เทอร์โมไดนามิกส์

จากสมการของกาซอุดมคติ PV = nRT ทำการหาอนุพันธ์ท้ังหมด จะได้

PdV + V dP = nRdT

จากสองสมการข้างต้น ทำการกำจัดตัวแปร dT แล้วจัดเทอมใหม่ ทำให้

PdV + V dP = − R

CV

PdV

แทนค่า R = CP − CV และหารด้วย PV ตลอดท้ังสมการ จะได้

dV

V
+

dP

P
= (

CP − CV

CV
)
dV

V
= (1 − γ)

dV

V
dP

P
+ γ

dV

V
= 0

ทำการอินทิเกรตท้ังสองข้างของสมการน้ีจะได้

ln P + γ ln V = C

หรือเขียนใหม่ได้เป็น

PV γ = C

เม่ือ C คือ ค่าคงท่ีใดๆ ในการเปลี่ยนสถานะเริ่มต้นไปยังสถานะสุดท้ายภายใต้กระบวน a-
diabatic ทำให้สามารถเขียนความสัมพันธ์ของปริมาณ P และ V ได้เป็น

PiV
γ
i = PfV

γ
f (9.46)

ตัวอย่างท่ี 9 อากาศในกระบอกลูกสูบของเครื่องยนต์ดีเซลมีอุณหภูมิ 20◦C ถูกอัดจากความดัน
เริ่มต้นท่ี 1 atm ปริมาณ 800.0 cm3 ไปสู่ปริมาตร 60.0 cm3 สมมติว่า กาซน้ีประพฤติตัว
เหมือนกาซอุดมคติและมีค่า γ = 1.4 และในการอัดตัวของกาซน้ีเป็นแบบ adiabatic จงหา
ความดันและอุณหภูมิของกาซท่ีสถานะดังกล่าวน้ี

วิธีทำ จากสมการท่ี 9.46 จะได้ ความดันสุดท้ายเป็น

Pf = Pi
Vi

Vf

γ

= (1.00 atm)
800.0 cm3

60.0 cm3

1.40

= 37.6 atm
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�

�

Tf

P

V

Ti

i

f

Isothermals

Vi Vf

Pi

Pf

Adiabatic process

รูปท่ี 9.12: การเปลี่ยนสถานะของกาซอุดมคติจากอุณหภูมิ Ti ไปยัง Tf ตามกระบวนการ
adiabatic

และจากสมการ

PiVi

Ti
=

PfVf

Tf

Tf =
PfVf

PiVi

Ti =
(37.6)(60.0)

(1.00)(800)
(293)

Tf = 826 K = 553◦C

9.11 วิถีอิสระเฉลี่ย (mean free path)

การเคลื่อนท่ีของโมเลกุลของกาซซึ่งบรรจุในภาชนะปิด เม่ือเราทำให้ระบบมีพลังงานภายใน
เพ่ิมข้ึน โดยการใส่ความร้อนหรือโดยการทำงานกับระบบจากแรงภายนอก เช่นทำการอัดกา
ซในกระบอกสูบ การท่ีทำให้พลังงานภายในเพ่ิมข้ึนทำให้โมเลกุลของกาซมีอัตราเร็วเพ่ิมข้ึน
ด้วย ในระหว่างการเคลื่อนท่ีจะมีการชนกันเองหรือชนกับผนังภาชนะท่ีบรรจุ ดังน้ันโมเลกุล
ของกาซแต่ละตัวจะมีระยะทางอิสระก็ท่ีจะชนกับโมเลกุลอื่นๆ ท่ีเราเรียกว่า วิถีอิสระ (free
path) ถ้ามีการชนกันต่อไปเรื่อยๆ ระยะทางเฉลี่ยท่ีโมเลกุลของกาซเคลื่อนท่ีได้ระหว่างการ
ชน เรยีกว่า วิถีอิสระเฉลี่ย (mean free path) เขียนแทนด้วย � ในการคำนวณหาค่าวิถีอิสระ
เฉลี่ยของกาซ เราจะสมมติว่าโมเลกุลเป็นทรงกลมมีเส้นผ่าศูนย์กลาง d และการชนกันจะ
เกิดข้ึนเม่ือจุดศูนย์กลางของโมเลกุลท้ังสองอยู่ห่างกันเป็นระยะ d ดังแสดงในรูป 9.13(a)
ในกรณีน้ีเราคิดเหมือนกับมีโมเลกุลหน่ึงขนาดเส้นผ่าศูนย์กลางเป็น 2d ชนกับโมเลกุลท่ีมี
ขนาดเป็นจุดซึ่งหยุดน่ิง ดังแสดงในรูป 9.13(b) ด้วยอัตราเร็วเฉลี่ยเป็น v̄ ในช่วงเวลา t

โมเลกุลน้ีเดินทางได้ระยะ v̄t ตลอดระยะทางท่ีเคลื่อนท่ีไปโมเลกุลน้ีจะเคล่ือนกวาดปริมาตร
เป็นรูปทรงกระบอกดังแสดงในรูป 9.14 ดังน้ัน ปริมาตรของทรงกระบอกน้ีมีค่าเป็น πd2v̄t
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d

d

(a) (b)

2d

รูปท่ี 9.13: (a) สองโมเลกุลของกาซท่ีสมมติเป็นทรงกลมท่ีมีเส้นผ่าศูนย์กลางเป็น d และ
(b) การคิดเสมือนว่าโมเลกุลท่ีมีขนาด 2d ชนกับอีกโมเลกุลท่ีเป็นจุด

ถ้ากำหนดให้ nV คือจำนวนโมเลกุลต่อหน่ึงหน่วยปริมาตร (ความหนาแน่นของกาซ) ดังน้ัน
จำนวนโมเลกุลท่ีมีอยู่ปริมาตรน้ีมีจำนวนเท่ากับ (πd2v̄t)(nV ) วิถีอิสระเฉลี่ย จึงเท่า

v̄t2d

รูปท่ี 9.14: โมเลกุลของกาซท่ีมีขนาดเส้นผ่าศูนย์กลาง 2d เคลื่อนกวาดปริมาตรเป็นรูปทรง
กระบอกในช่วงเวลา t

กับระยะทางเฉลี่ยท่ีใช้ในการเคลื่อนท่ีในเวลา t หารด้วยจำนวนครั้งของการชนท่ีเกิดข้ึนใน
ช่วงเวลาน้ัน

� =
v̄t

(πd2v̄t)nV

เพราะว่าจำนวนครั้งของการชนในช่วงเวลา t คือ (πd2v̄t)nV ดังน้ันจำนวนครั้งของการชน
ต่อหน่ึงหน่วยเวลาก็คือ ความถี่ของการชน (collision frequency,f ) น่ันคือ

f = πd2v̄nV

และส่วนกลับของความถ่ีก็คือเวลาเฉลี่ยระหว่างการชน ท่ีเราเรียกว่า เวลาอิสระเฉลี่ย (mean
free time) จากสมการของวิถีอิสระเฉลี่ย จะพบว่า ค่า � จะมีค่ามากหรือน้อยข้ึนอยู่กับสมบัติ
ของกาซ เช่น ความหนาแน่น ถ้ากาซมีความหนาแน่นมากโมเลกุลของกาซมีโอกาสชนกัน
ถี่ข้ึนทำให้ระยะวิถีอิสระเฉลี่ยของกาซสั้นลง หรือข้ึนอยู่กับพ้ืนหน้าตัดของโลเลกุลของกาซ
ถ้าโมเลกุลใหญ่โอกาสท่ีจะมีการชนก็จะมากตามไปด้วย
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9.12 เครื่องจักรความร้อนและกฎข้อที่สองของเทอร์โมไดนามิกส์

เครื่องจักรความร้อน (heat engine) คือ อุปกรณ์ท่ีเปลี่ยนพลังงานภายในระบบให้เป็นพลังงาน
กล ตัวอย่างเช่น เครื่องผลิตไฟฟ้าซึ่งใช้ความร้อนท่ีได้จากการเผาไหม้เช้ือเพลิง ได้แก่ ถ่านหิน
หรือน้ำมันเชื้อเพลิงอื่นๆเพ่ือทำให้น้ำเดือดจนกลายเป็นไอน้ำหลังจากน้ันไอน้ำจะถูกส่งไป
เพ่ือขับเคลื่อนใบพัดของเครื่องผลิตกระแสไฟฟ้าให้หมุน และอีกตัวอย่างของเครื่องจักรความ
ร้อนคือ เครื่องยนต์ในยานพาหนะซึ่งความร้อนท่ีได้จากการเผาไหม้ของน้ำมันเชื้อเพลิงจะ
ถูกนำไปใช้ในการผลักดันให้ระบบกลไกของเครื่องยนต์มีการหมุนทำให้รถยนต์สามารถเคลื่อนท่ี
ไปได้

ในการทำงานของเครื่องจักรความร้อนน้ันจะต้องมีสสารท่ีทำงาน (working substance)
ผ่านกระบวนการครบรอบ น่ันคือ (1) สสารท่ีทำงานจะดูดพลังงานจากแหล่งพลังงานท่ีมี
อุณหภูมิสูง (2) เครื่องจักรทำงาน และ(3) พลังงานจะถูกขับออกมาโดยเครื่องจักรไปยัง
แหล่งพลังงานที่มีอุณหภูมิต่ำ จะเห็นว่าในตัวอย่างแรก สสารที่ทำงานคือ น้ำ และในตัวอย่าง
ท่ีสองสสารที่ทำงานคือ น้ำมัน แผนผังการทำงานของเครื่องจักรความร้อนแสดงดังรูป 9.15
จากรูปเครื่องจักรดูดพลังงานความร้อน Qh จากแหล่งพลังงานที่มีอุณหภูมิสูง Th และเครื่องจักร

Hot reservoir at Th

Cold reservoir at Tc

Qh

Qc

W

Engine

รูปท่ี 9.15: แผนผังการทำงานของเครื่องจักรความร้อน

ทำงาน W และให้พลังงานความร้อน Qc ไปยังแหล่งพลังงานท่ีมีอุณหภูมิต่ำ Tc เน่ืองจาก
สสารทำงานผ่านกระบวนการครบรอบ (cyclic process) ดังน้ันพลังงานภายในระบบตอน
เริ่มต้นและตอนสุดท้ายเท่ากัน หรือ ΔEint = 0 จากกฎข้อท่ีหน่ึงของเทอร์โมไดนามิกส์
ΔEint = Q − W ทำให้ได้ว่างานสุทธิท่ีทำโดยเครื่องจักรน้ีมีค่าเท่ากับพลังงานความร้อน
สุทธิ Qnet ท่ีไหลผ่านเครื่องจักรน้ีน่ันคือ

W = Qnet = Qh − Qc (9.47)
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ประสิทธิภาพเชิงความร้อน (thermal efficiency, e) ของเครื่องจักรความร้อน คือ อัตราส่วน
ของงานสุทธิท่ีทำโดยเครื่องจักรในหน่ึงรอบต่อพลังงานความร้อนท่ีดูดเข้ามา น่ันคือ

e =
W

Qh
=

Qh − Qc

Qh
= 1 − Qc

Qh
(9.48)

จากสมการข้างต้นจะเห็นว่าในทางปฏิบัติแล้วไม่มีเครื่องจักรความร้อนใดๆมีประสิทธิภาพ
ในการเปลี่ยนพลังงานความร้อนไปเป็นพลังงานกลได้ 100 % (e = 1) และจากผลท่ีได้
น้ีจึงเป็นท่ีมาของกฎข้อท่ีสองของเทอร์โมไดนามิกส์ ซึ่งกล่าวไว้ว่า เป็นไปไม่ได้ท่ีจะสร้าง
เครื่องจักรความร้อนท่ีซึ่งดำเนินการผ่านกระบวนครบรอบโดยการเปลี่ยนพลังงานความร้อน
ท่ีดูดจากแหล่งพลังงานที่มีอุณหภูมิสูงไปใช้ในการทำงานท้ังหมดโดยไม่มีการสูญเสียพลังงาน
ความร้อนในขณะท่ีทำงาน คำกล่าวในกฎข้อท่ีสองของเทอร์โมไดนามิกส์น้ันหมายความว่า
ในระหว่างเครื่องจักรความร้อนดำเนินการน้ันพลังงานความร้อนท่ีถูกใช้โดยเครื่องจักรจะเปลี่ยน
ไปเป็นงานแค่เพียงบางส่วนและท่ีเหลือจะถูกปลดปล่อยออกจากระบบสู่สิ่งแวดล้อม

สำหรับกฎข้อท่ี 2 ของเทอร์โมไดนามิกส์ น้ันอาจจะกล่าวได้ว่าเป็นกำหนดว่ากระบวนการ
เปลี่ยนแปลงของระบบแบบไหนจะเกิดข้ึนได้จริงในธรรมชาติ หรือไม่สามารถเกิดข้ึนได้เลย
ยกตัวอย่างเช่น

• เม่ือวัตถุสองอันมีอุณหภูมิต่างกันถูกนำมาสัมผัสกัน พลังงานความร้อนจะถ่ายเทจาก
วัตถุท่ีมีอุณหภูมิสูงกว่าไปยังวัตถุท่ีมีอุณหภูมิต่ำกว่าเสมอ แต่จะไม่มีการถ่ายเทพลังงาน
ความร้อนจากท่ีเย็นกว่าไปยังท่ีร้อนกว่า

• ปล่อยลูกเทนนิสให้ตกกระทบพ้ืนและกระดอนข้ึนหลายๆครั้งจนกระท่ังหยุดน่ิง แต่
ลูกบอลท่ีอยู่น่ิงกลับพ้ืนจะไม่มีทางท่ีจะกระดอนข้ึนมา

จากตัวอย่างข้างต้น เราพอจะเห็นแล้วว่า กระบวนการเปลี่ยนแปลงน้ีเกิดข้ึนในทิศทางเดียว
และไม่สามารถเกิดย้อนกลับได้ (irrevesible) ดังน้ันกฎข้อท่ีสองของเทอร์โมไดนามิกส์จึง
เกี่ยวข้องกับกระบวนการท่ีไม่สามารถย้อนกลับในทิศทางเดิมได้เม่ือเราเช่ือมโยงกฎข้อท่ีสอง
กับตัวอย่างของเครื่องจักรความร้อน ก็เห็นว่า ความร้อนไม่อาจเปลี่ยนไปเป็นงานได้ท้ังหมด
แต่ขณะท่ีงานอาจเปลี่ยนไปเป็นความร้อนได้ท้ังหมด ซึ่งแสดงให้เห็นถึงการผันกลับไม่ได้ใน
ทางธรรมชาติ

9.12.1 เครื่องทำความเย็น

ตู้เย็น (refrigerator) คือ เครื่องจักรความร้อนท่ีทำงานย้อนกลับ โดยท่ัวไปเครื่องจักรจะเปลี่ยน
พลังงานความร้อนบางส่วนจากแหล่งท่ีมีอุณหภูมิสูงให้เป็นงานกล แล้วคายความร้อนท่ีเหลือ
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ออกในท่ีมีอุณหภูมิต่ำกว่า (ดูแผนภาพการทำงานของเครื่องจักรความร้อนประกอบ) แต่ตู้เย็น
จะดูดความร้อนออกจากท่ีมีอุณหภูมิต่ำโดยการทำงานกลของเครื่องอัด (compressor) ภายใน
ตู้เย็น แล้วคายความร้อนท่ีเป็นผลรวมของพลังงานความร้อนและพลังงานกลออกมาในที่มี
อุณหภูมิสูงกว่า แผนภาพการทำงานของตู้เย็นแสดงดังรูป ?? สมมติให้ Qc คือ ความร้อนท่ี

Hot reservoir at Th

Cold reservoir at Tc

Qh

Qc

W

Engine

รูปท่ี 9.16: แผนผังการทำงานของเครื่องทำความเย็น

ดูดออกจากภายในตู้เย็น W คือ งานท่ีมอเตอร์กระทำ และ Qh คือ ความร้อนท่ีระบายออก
มาภายนอก เม่ือมอเตอร์ทำงานครบรอบจากกฎข้อท่ี 1 ทางเทอร์โมไดนามิกส์ จะได้ว่า

Qh = Qc + W

ในท่ีน้ี ค่า Q และ W กำหนดให้มีค่าเป็นบวก สำหรับการคำนวณเกี่ยวกับเครื่องจักรความ
ร้อน สำหรับตู้เย็นท่ีทำงานได้ประหยัดพลังงานท่ีสุด คือ ตู้เย็นท่ีดูดความร้อน Qc ได้มาก
ท่ีสุด โดยทำงาน W น้อยท่ีสุด ดังน้ันเราสามารถกำหนดค่า สัมประสิทธิ์การทำงาน (coeffi-
cient of performance, COP) มีค่าเป็นดังน้ี

COP =
Qc

W
=

Qc

Qh − Qc
=

1

1 − Qh

Qc

(9.49)
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เครื่องจักรในทางทฤษฎี คือ เครื่องจักรคาร์โนท์ (Carnot engine) ซึ่งกล่าวไว้ว่า ไม่มีเครื่องจักร
ความร้อนจริงใดๆท่ีปฎิบัติการระหว่างแหล่งพลังงานสองแหล่งแล้วได้ประสิทธิภาพกว่ากว่า
เครื่องจักรคาร์โนท์ จะเห็นว่า เครื่องจักรคาร์โนท์เป็นเครื่องจักรในอุดมติ ซึ่งประสิทธิภาพ
(e) ของการทำงานของเครื่องจักรใดๆในทางปฏิบัติแล้วจะมีค่าน้อยกว่าประสิทธิภาพของ
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เครื่องจักรคาร์โนท์ (eC) สาเหตุท่ีทำให้เครื่องจักรเหล่าน้ีมีประสิทธิภาพน้อยกว่าเครื่องจักร
คาร์โนท์ เน่ืองงจากการทำงานไม่ได้ผ่านวัฏจักรท่ีผันกลับได้ เพ่ือให้เข้าหลักการทำงานของ
เครื่องจักรคาร์โนท์ พิจารณาการทำงานของวัฎจักรคาร์โนท์ (Carnot cycle) ดังแสดงในรูป
9.17 สมมติว่า สารทำงงาน คือ กาซอุดมคติท่ีบรรจุอยู่ในกระบอกสูบท่ีมีลูกสูบสามารถ

A

B

C

D

W

Qh

Qc

P

V

Th

Tc

รูปท่ี 9.17: แผนภาพแสดงวัฏจักรคาร์โนท์

เคลื่อนได้ จากแผนภาพ PV ในรูป 9.17 วัฎจักรคาร์โนท์ ประกอบด้วย สองกระบวนการ
adiabatic และ สองกระบวนการ isothermal และทุกกระบวนการสามารถผันกลับได้ เรา
เริ่มต้นด้วยกระบวนการดังต่อไปน้ี

1. กระบวนการ A → B (Adiabatic process) คือ การขยายตัวของกาซท่ีอุณหภูมิคงท่ี
Th กาซสัมผัสความร้อนกับแหล่งพลังงานความร้อนท่ีมีอุณหภูมิ Th จะดูดเอาความ
ร้อน Qh เข้ามาทางด้านล่างของกระบอกสูบและกาซขยายตัวทำงาน WAB ยกลูกสูบ
ข้ึน

2. กระบวนการ B → C (Isothermal process) พ้ืนด้านล่างลูกจะถูกกั้นด้วยฉนวนกัน
ความร้อน กาซขยายตัวโดยไม่มีการคายความร้อน อุณหภูมิของกาซจะลดลงจาก Th

ไปเป็น Tc เน่ืองจากกาซทำงาน WBC ในการยกลูกสูบ

3. กระบวนการ C → D (Isothermal process) กาซนำไปสัมผัสความร้อนกับแหล่งพลังงาน
ความร้อนท่ีมีอุณหภูมิ Tc และอัดลูกสูบโดยท่ีอุณหภูมิคงท่ี ในช่วงน้ี กาซจะคายพลังงาน
ความร้อนออกมา Qc ให้กับแหล่งพลังงานภายนอก และลูกสูบทำงาน WCD

4. กระบวนการ D → A (adiabatic process) พ้ืนด้านล่างของกระบอกสูบจะถูกกั้นด้วย
ฉนวนกันความร้อน และกาซถูกอัดตัวโดยไม่มีพลังงานความร้อนไหลเข้าหรือออกจาก
ระบบอุณหภูมิของกาซเพ่ิมข้ึนเป็น Th และงานท่ีทำโดยลูกสูบคือ WDA
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งานสุทธิ (W ) ท่ีทำในกระบวนการครบรอบและผันกลับได้น้ีมีค่าเท่าพ้ืนท่ีท่ีปิดล้อมด้วยเส้นทาง
ABCD เน่ืองจากการเปลี่ยนแปลงพลังงานภายในมีค่าเป็นศูนย์ (ΔEint = 0) ดังน้ันงาน
สุทธิท่ีได้จึงเท่ากับพลังงานความร้อนสุทธิท่ีไหลเข้าและออกจากระบบ Qh−Qc สัมประสิทธิ์
ของการทำงานของเครื่องจักรคาร์โนท์มีค่าเป็น

eC =
W

Qh
=

Qh − Qc

Qh
= 1 − Qc

Qh
= 1 − Tc

Th
(9.50)

ตัวอย่างท่ี 10 จงแสดงให้เห็นว่าประสิทธิภาพของเครื่องจักรความร้อนท่ีปฏิบัติตามวัฏจักร
คาร์โนท์โดยใช้กาซอุดมคติมีค่าเป็นตามสมการ 9.50

วิธีทำ จากแผนภาพในรูป 9.17 และสมการของกาซอุดมคติ PV = nRT สำหรับกระบวนการ
Isothermal จาก A → B จะได้ว่า

Qh = WAB = nRTh ln
VB

VA

ในทำนองเดียวกันพลังงานความร้อนท่ีคายออกจากการเปลี่ยนแปลง C → D คือ

Qc = |WCD| = nRTc ln
VC

VD

ดังน้ัน โดยหาอัตราส่วนระหว่างสองสมการน้ี ทำให้ได้
Qc

Qh
=

Tc

Th

ln(VC/VD)

ln(VB/VA)
((1))

จากความสัมพันธ์ PV γ = C1 เม่ือ C1 คือ ค่าคงท่ี หรือ nRT
V

V γ = C1 หรือเขียนใหม่ได้
เป็น TV γ−1 = C1

nR
= C จะเห็นว่าค่าคงท่ี nR ถูกรวมเข้าไว้ในค่าคงท่ีตัวใหม่คือ C โดยการ

ประยุกต์สมการน้ีกับกระบวนการ adiabatic จาก B → C และ จาก D → A จะได้ว่า

ThV
γ−1
B = TcV

γ−1
C

ThV
γ−1
A = TcV

γ−1
D

โดยหารสมการแรกด้วยสมการท่ีสอง เราจะได้

(VB/VA)γ−1 = (VC/VD)γ−1

VB

VA
=

VC

VD
((2))

แทนค่าสมการ (2) ลงในสมการ (1) จะได้ว่า

Qc

Qh

=
Tc

Th
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ดังน้ันจากนิยามของ ประสิทธิภาพของเครื่องจักรคาร์โนท์ ec = 1 − Qc/Qh ทำให้ได้ว่า

eC = 1 − Qc

Qh
= 1 − Tc

Th

9.14 เอนโทรปีและกฎข้อที่ 2 ของเทอร์โมไดนามิกส์

ท่ีผ่านมาเราเห็นแล้วว่ากฎข้อท่ีศูนย์ของเทอร์โมไดนามิกส์จะเกี่ยวข้องกับอุณหภูมิ T ส่วน
กฎข้อท่ีหน่ึงของเทอร์โมไดนามิกส์จะเกี่ยวข้องพลังงานภายในระบบ ΔEint ซึ่งท้ัง T และ
ΔEint เป็นฟังก์ชันสถานะ (state function) น่ันคือ มันใช้ในการบรรยายสถานะทางเทอร์
โมไดนามิกส์ของระบบ สำหรับกฎข้อท่ีสองทางเทอร์โมไดนามิกส์ ก็จะเกี่ยวข้องกับฟังก์ชัน
สถานะ ท่ีเรียกว่า เอนโทรปี (entropy) เขียนแทนด้วย S สำหรับในหัวข้อน้ีจะนิยาม เอน
โทรปี ในมุมมองระดับมหาภาค ซึ่งถูกเสนอครั้งแรกโดย Clausius ในปี 1865 ซึ่งแสดงไว้
ดังน้ี

dS =
dQr

T
(9.51)

เม่ือ dQr คือ พลังงานความร้อนท่ีมีการถ่ายเทเม่ือระบบมีการเปลี่ยนระหว่างสถานะตาม
เส้นทางท่ีผันกลับได้ น่ันคือ ระบบเปลี่ยนจากสภาวะสมดุลหน่ึงไปยังสภาวะสมดุลอ่ืนโดย
ท่ีกระบวนการเปลี่ยนแปลงไปเพียงเล็กน้อย ในระหว่างกระบวนการ อุณหภูมิมีค่าท่ี ดังน้ัน
การเปลี่ยนแปลงของเอนโทรปี dS จึงข้ึนอยู่กับจุดเริ่มต้นและจุดสุดท้ายแต่จะไม่ข้ึนอยู่กับ
เส้นทาง จากสมการ 9.51 เม่ือระบบดูดความร้อนเข้าสู่ระบบ (dQr มีค่าเป็นบวก) เอนโทร
ปีของระบบเพ่ิมข้ึน และเม่ือระบบคายความร้อนออกไป (dQr มีค่าเป็นลบ) เอนโทรปีของ
ระบบลดลง

เม่ือระบบผ่านสถาวะหน่ึง i ไปยังสถานะหน่ึง f โดยกระบวนการผันกลับได้ การ
เปลี่ยนแปลงของเอนโทรปี คือ

ΔS = Sf − Si =

∫ f

i

dQr

T
(9.52)

ในกรณีการเปลี่ยนแปลงแบบ adiabatic คือ dQ = 0 ทำให้ได้ว่า

ΔS = 0

น่ันคือสำหรับกระบวนการ adiabatic ท่ีผันกลับได้น้ัน เอนโทรปีของระบบมีค่าไม่เปลี่ยนแปลง
แนวคิดดั้งเดิมของเอนโทรปีมาจากการพัฒนาทฤษฎีทางวิชากลศาสตร์เชิงสถิติ (sta-

tistical mechanics) เพ่ือจะบรรยายพฤติกรรมของอะตอมหรือโมเลกุลของสสาร ว่าจะมีลักษณะ
อย่างไรเม่ือการเปลี่ยนแปลงเอนโทรปีของระบบเพ่ิมข้ึนหรือลดลง หน่ึงในหลายๆผลการ
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ศึกษาโดยใช้แนวคิดน้ี คือว่า ระบบโดดเดี่ยวมีแนวโน้มท่ีอยู่สภาวะท่ีไร้ระเบียบ (disorder)
และการเปลี่ยนแปลงเอนโทรปีของระบบน้ีก็คือการวัดความไร้ระเบียบ ตัวอย่างเช่น พิจารณา
โมเลกุลของกาซในอากาศภายในห้อง ถ้าเราสามาถมองเห็นโมเลกุลของกาซ ก็จะพบทุก
โมเลกุลจะเคลื่อนท่ีแบบสุ่ม (เคลื่อนท่ีไปทุกทิศทุกทางด้วยความน่าจะเป็นเท่ากัน) และเกิด
การชนกัน ทำให้อัตราเร็วของโมเลกุลเปลี่ยนไปหลังจากการชน บางตัวมีอัตราเร็วสูงข้ึน และ
อีกบางตัวมีอัตราเร็วลดลง สถาวะแบบน้ีเราจะพบว่ามีความไร้ระเบียบสูง เม่ือเช่ือมโยงความ
สัมพันธ์ระหว่างกฎข้อท่ีสองกับเอนโทรปี เราอาจกล่าวได้ว่า กระบวนการใดๆในธรรมชาติท่ี
น่าจะเป็นไปได้มากท่ีสุด (เกิดข้ึนได้จริง) คือกระบวนการท่ีทำให้เอนโทรปีเพ่ิมข้ึนหรือมีค่า
คงตัว น่ันคือ

ΔS ≥ 0 (9.53)

เม่ือ ΔS = 0 สำหรับกระบวนการผันกลับได้ และ ΔS ≥ 0 สำหรับกระบวนการท่ีผันกลับ
ไม่ได้

9.15 แบบฝึกหัด

1. แท่งอลูมิเนียมทรงลูกบาศก์มีปริมาตร 1.00 m3 ท่ีอุณหภูมิ 20◦C จงหาอุณหภูมิท่ี
เปลี่ยนไปในกาทำให้แท่งอลูมิเนียมมีปริมาตรเพ่ิมข้ึนจากเดิมเป็น 100 cm3

2. แหวนทองคำมีเส้นผ่านศูนย์กลางภายในเป็น 2.168 cm ท่ีอุณหภูมิ 15◦C จงคำนวณ
หาเส้นผ่านศูนย์กลางภายในของแหวนทองคำน้ีท่ีอุณหภูมิ 100◦C
(กำหนดให้ αgold = 1.42 × 10−5 ◦C−1)

3. กาซบรรจุในภาชนะปริมาตร 8.0 ลิตร ท่ีอุณหภูมิ 20 ◦C และความดัน 9.0 atm. จง
หา (ก) จำนวนโมลของกาซในภาชนะ และ (ข) จำนวนโมเลกุลของกาซ

4. กระบอกสูบท่ีมีลูกสูบเคลื่อนท่ีได้บรรจุกาซท่ีอุณหภูมิ 27.0 ◦ ปริมาตร 1.50 m3 ความดัน
0.200× 105 Pa จงหาอุณหภูมิสุดท้ายของกาซขณะท่ีกาซถูกอัดให้มีปริมาตร0.70 m3

และความดัน 0.80 × 105 Pa

5. ลูกสูบสามารถขยายตัวได้ท่ีฝาปิดด้านบนยึดติดกับสปริงดังรูป ?? ซึ่งมีค่าคงท่ีสปริง
2.0× 103 N/m ลูกสูบบรรจุกาซปริมาตร 5.0 ลิตร ท่ีความดัน 1.0 atm. และอุณหภูมิ
20.0 ◦C
(ก) ถ้าฝาปิดมีพ้ืนท่ีหน้าตัด 0.010 m2และมีมวลน้อยมาก ฝาปิดจะยกสูงไปได้เท่าไหร่
เม่ืออุณหภูมิถูกทำให้เพ่ิมข้ึนเป็น 250 ◦C
(ข) ความดันของกาซท่ีอุณหภูมิ 250 ◦C
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k

h

250◦C

20◦C

รูปท่ี 9.18: สำหรับโจทย์ข้อ 5

6. แท่งอะลูมิเนียมยาว 20 cm ท่ีอุณหภูมิ 20◦C มีมวล 350 g ถ้าให้พลังงานความร้อน
กับแท่งอะลูมิเนียมขนาด 10000 J ความยาวของแท่งอะลูมิเนียมจะเปลี่ยนไปเท่าใด

7. ถ้วยอะลูมิเนียมมวล 200 g บรรจุน้ำ 800 g อยู่ในสมดุลความร้อนกับถ้วยอะลูมิเนียม
ท่ีอุณหภูมิ 80◦C หลังจากน้ันท้ังถ้วยและน้ำถูกทำให้เย็นลงอย่างสม่ำเสมอโดยท่ีอุณหภูมิ
ลดลงท่ี 1.5 ◦C ต่อนาที จงหาอัตราการส่งผ่านพลังงานมีค่าเป็นเท่าไหร่

8. ก้อนน้ำแข็งมวล 40 g ทำให้เย็นท่ีอุณหภูมิ -78◦C และหลังจากน้ันเติมลงไปในน้ำ
มวล 560 g ในภาชนะทองแดงมวล 80 g ที่อุณหภูมิ 25◦C จงหาอุณหภูมิสุดท้ายของ
ระบบท่ีประกอบด้วย ก้อนน้ำแข็ง น้ำและภาชนะท่ีบรรจุ (ถ้าน้ำแข็งยังไม่หลอมละลาย
หมดท้ังก้อน จำนวนน้ำแข็งเหลืออยู่เท่าไหร่) ข้อสังเกตุคือว่าน้ำแข็งจะต้องถูกทำให้
อุ่นข้ึนก่อนอันดับแรกท่ีอุณหภูมิ 0◦C แล้วค่อยละลายและหลังจากน้ันก็กลายเป็นน้ำอุ่นๆ
ถ้าค่าความจุความร้อนจำเพาะของน้ำแข็ง 0.500 cal/g◦C = 2090 J/kg◦C

9. กล่องใบหน่ึงมีพ้ืนท่ีผิวท้ังหมด 1.20 m2 และผนังมีความหนา 4.0 cm ทำมาจาก
วัสดุกันควมร้อนเครื่องทำความร้อนขนาด 10.0 W อยู่ภายในกล่องเพ่ือทำให้อุณหภูมิ
ภายในมีค่าเป็น 15 ◦C มากกว่าอุณหภูมิด้านนอกจงหาค่าความนำความร้อน k ของ
วัสดุกันความร้อนน้ี

10. กาซชนิดหน่ึงขยายตัวจากตำแหน่ง I ไปยังตำแหน่ง F ตามเส้นทาง 3 เส้นทางดังรูป
9.19 จงคำนวณหางานท่ีทำต่อกาซตามเส้นทาง (ก) IAF, (ข) IF และ (ค) IBF

11. กาซถูกอัดท่ีความดันคงท่ี 0.8 atm จากปริมาตร 9.0 ลิตรไปเป็น 2.0 ลิตร ในกระบวนการ
น้ี พลังงานความร้อนท่ีปล่อยออกมา 400 J (ก) งานที่ทำต่อกาซเป็นเท่าไหร่ และ (ข)
พลังงานภายในระบบเปลี่ยนไปเท่าใด
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รูปท่ี 9.19: สำหรับโจทย์ข้อ 10

12. กาซหน่ึงโมลในตอนเริ่มต้นอยู่ท่ีความดัน 2.0 atm และปริมาตร 0.30 ลิตร มีพลังงาน
ภายในระบบเท่ากับ 91.0 J ในสถานะสุดท้าย กาซมีความดัน 1.50 atm และปริมาตร
0.80 ลิตร มีพลังงานภายในระบบเท่ากับ 180.0 J สำหรับแต่เส้นทาง IAF, IBF, และ
IF ในรูปท่ี 9.20 จงคำนวณหา
(ก) งานท่ีทำต่อกาซ
(ข) พลังงานความร้อนท่ีส่งผ่านในกระบวนน้ี
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รูปท่ี 9.20: สำหรับโจทย์ข้อ 12
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ภาคผนวก ก

ค่าคงท่ีทางฟิสิกส์

ช่ือค่าคงท่ี สัญลักษณ์ ค่าในหน่วย SI

ค่าคงท่ีในกฎการโน้มถ่วง G 6.6725985× 10−11 m3kg−1s−2

ค่าความเร่งเน่ืองจากแรงโน้มถ่วงท่ีผิวโลก g 9.80665 m/s2

ค่าประจุของอิเล็กตรอน e 1.60217733× 10−19 C
เลขอาโวกาโดร NA 6.0221367× 1023 mol−1

ค่าคงท่ีของกาซสากล R 8.314510 J/mol.K
ค่าคงท่ีของโบลทซมันน์ kB 1.380658× 10−23 J/K
มวลของอิเล็กตรอน me 9.1093897× 10−31 kg
มวลของโปรตอน mp 1.672623× 10−27 kg
มวลของนิวตรอน mn 1.6749286× 10−27 kg
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ภาคผนวก ข

ตัวย่อและสัญลักษณ์สากลสำหรับหน่วยวัด

สัญลักษณ์ หน่วย
J จูล (joule)
K เคลวิน (kelvin)
kcal กิโลแคลรอรี (kilocalorie)
kg กิโลกรัม (kilogram)
◦C องศาเซลเซียส (degree Celsius)
kmol กิโลโมล (kilomole)
cal แครอรี (calorie)
m เมตร (meter)
◦F องศาฟาเรนไฮต์ (deegree Fahrenheit)
min นาที (minute)
g กรัม (gram)
mol โมล (mol)
h ช่ัวโมง (hour)
N นิวตัน (newton)
Hz เฮิร์ทซ (hertz)
Pa พาสคาล (pascal)
s วินาที (second)
W วัตต์ (watt)



218 ตัวย่อและสัญลักษณ์สากลสำหรับหน่วยวัด



บรรณานุกรม

[1] Raymond, A. S., Robert, J. B., and John, W. J., Physics for Scientists and
Engineers 5th Edition, Saunders College Publishing, 2000.

[2] Hugh, D. Y., and Roger, A. F., University Physics with Modern Physics 12th

Edition, Pearson Addison-Wesley, 2008.

[3] ทบวงมหาวิทยาลัย, ฟิสิกส์ เล่ม 1, ซีเอ็ดยูเคช่ัน, 2527.

[4] ภาควิชา ฟิสิกส์ จุฬาลงกรณ์มหาวิทยาลัย, ฟิสิกส์ 1, สำนักพิมพ์ แห่ง
จุฬาลงกรณ์มหาวิทยาลัย, 2549.

[5] วุทธิพันธุ์ ปรัชญพฤทธิ์, ฟิสิกส์ (กลศาสตร์),โครงการตำราวิทยาศาสตร์และคณิตศาสตร์
มูลนิธิ สอวน, 2552.



ดรรชนี

กฎข้อท่ีหน่ึงของเทอร์โมไดนามิกส์, 187
กฎลูกโซ่, 6
กฎการนำความร้อน, 192
กฎของกาซอุดมคติ, 181
กฎของชาร์ล, 180
กฎของบอยส์, 180
กฎของพาสคาล, 160
กฎของฮุกค์, 68
กฎข้อท่ี 1 ของนิวตัน, 43
กฎข้อท่ี 2 ของนิวตัน, 44
กฎข้อท่ี 3 ของนิวตัน, 46
กฎข้อท่ีสองของเทอร์โมไดนามิกส์, 206
กฎมือขวา, 20
กรอบอ้างอิง, 38
กรอบเฉ่ือย, 43
กระบวนการครบรอบ, 188, 205
กระบวนการผันกลับไม่ได้, 206
กระบวนการอะไดบาติก, 188
กระบวนการไอโซบาริค, 188
กระบวนการไอโซวอลูเมตริค, 188
กระบวนการไอโซเทอร์มอล, 189
กาซอุดมคติ, 179
การขยายตัวเชิงความร้อน, 178
การคงตัวของโมเมนตัมเชิงเส้น, 87
การคูณเวกเตอร์, 19
การชนแบบ 2 มิติ, 93
การตกอย่างอิสระ, 28
การนำความร้อน, 191
การบวกเวกเตอร์, 14

การพาความร้อน, 194
การลบเวกเตอร์, 16
การออสซิลเลตแบบมีแรงกระตุ้น, 151
การเคลื่อนท่ีแบบ 2 มิติ, 31
การเคลื่อนท่ีแบบวงกลม, 37, 54
การแผ่รังสี, 194
การกระจัด, 20
การกระจัดเชิงมุม, 104
การกลิ้ง, 119
การกำทอน, 152
การคูณแบบสเกลาร์, 19
การคูณแบบเวกเตอร์, 19
การชนแบบยืดหยุ่น, 90
การชนแบบไม่ยืดหยุ่น, 91
การชนแบบไม่ยืดหยุ่นสมบูรณ์, 91
การดล, 89
การสั่น, 137
การส่าย, 127
การหมุน, 119
การอนุรักษ์พลังงานเชิงกล, 77
การอนุรักษ์โมเมนตัมเชิงมุม, 124
การออสซิลเลตแบบมีความหน่วง, 148
การเคลื่อนท่ีแบบซิมเปิลฮาร์โมนิกส์, 137
การเคลื่อนท่ีแบบมีความหน่วง, 137
การเคลื่อนท่ีแบบออสซิลเลต, 137
การเลื่อนตำแหน่ง, 119
กำลัง, 73, 118
กำลังเฉลี่ย, 73

ของไหล, 157



ดรรชนี 221

ความร้อนแฝง, 182
ความเร่ง, 24
ความคลาดเคลื่อน, 2
ความจุความร้อน, 182
ความชัน, 25
ความถี่, 139
ความถี่กำทอน, 152
ความถี่ธรรมชาติ, 149
ความถี่เชิงมุม, 138
ความร้อน, 177, 181
ความร้อนจำเพาะ, 182
ความร้อนจำเพาะโมลาร์, 200
ความร้อนแฝงของการกลายเป็นไอ, 183
ความร้อนแฝงของการหลอมเหลว, 183
ความหนาแน่น, 158
ความเฉ่ือย, 43
ความเร็วขณะใดขณะหน่ึง, 22
ความเร็วสัมพัทธ์, 38
ความเร็วเฉลี่ย, 21
ความเร็วเชิงมุมเฉลี่ย, 104
ความเร่งเข้าสู่ศูนย์กลาง, 37, 55
ความเร่งเชิงมุมเฉลี่ย, 104
ความเร่งโน้มถ่วง, 28
ความเร่งในแนวเส้นสัมผัส, 55
ความไร้ระเบียบ, 211
ความดัน, 157
ความดันของกาซ, 197
ความดันของไหล, 159
ความดันบรรยากาศ, 158
ความดันสัมบูรณ์, 161
ความดันเกจ, 161
คาบ, 138
ค่าคงมุมเฟส, 138
ค่าคงตัวของกาซสากล, 181
ค่าคงท่ีของการปลดปล่อย, 194
ค่าคงท่ีของสปริง, 137

ค่าคงท่ีของโบลต์ซมันท์, 181

งาน, 65, 118

จลศาสตร์, 13
จุดศูนย์กลางมวล, 95
จุดศูนย์กลางมวล, 98

ทฤษฎีงาน-พลังงานจลน์, 69
ทฤษฎีจลน์ของกาซ, 195
ทฤษฎีการแบ่งเท่ากันพลังงาน, 198
ทฤษฎีแกนขนาน, 109
ทอร์ค, 113

บารอมิเตอร์, 161

ประสิทธิภาพเชิงความร้อน, 206

พลวัติของไหล, 166
พลังงานจลน์ของการหมุน, 107
พลังงานศักย์ยืดหยุ่น, 76
พลังงานเชิงกล, 76
พลังงานจลน์, 70, 90
พลังงานภายในระบบ, 182
พลังงานศักย์, 75
พลังงานศักย์โน้มถ่วง, 76

มวลโมลาร์, 179
มาโนมิเตอร์, 161

ระบบ, 181
ระบบอนุภาค, 98
ระบบโดดเดี่ยว, 99
ระบบปิด, 188
ระยะวิถีอิสระ, 203
ระยะทาง, 21
ระยะทางเชิงมุม, 103
ระยะพิสัย, 33

ลูกตุ้มนาฬิกาอย่างง่าย, 144



222 ดรรชนี

ลูกตุ้มฟิสิคัล, 146

วัฎจักรคาร์โนท์, 208
วัตถุดำ, 195
วัตถุแข็งเกร็ง, 103

สเกลาร์, 13
สภาพการนำความร้อน, 192
สภาวะสมดุล, 43
สมการความต่อเน่ือง, 167
สมการแบร์นูลลี, 168
สมการความต่อเน่ือง, 168
สมการสถานะ, 179, 189
สมดุลสถิต, 128
สมดุลเชิงความร้อน, 177
สัมประสิทธิ์การทำงาน, 207
สัมประสิทธิ์ของการขยายตัว, 178
สัมประสิทธิ์ของความหน่วง, 148
สัมประสิทธิ์ของความเสียดทาน, 52
สัมผัสเชิงความร้อน, 177
สายกระแส, 167
สิ่งแวดล้อม, 182

หลักของอาคีมีดีส, 163

อนุพันธ์, 5
อัตราการไหล, 168
อัตราเร็วเฉลี่ย, 21
อัมปลิจูด, 137, 138
อินทิกรัล, 7
อินทิกรัล, 109
อุณหภมิู, 177

เครื่องทำความเย็น, 206
เครื่องจักรความร้อน, 205
เทอร์โมไดนามิกส์, 177
เลขนัยสำคัญ, 2
เลขอาโวกาโดร, 179

เวกเตอร์, 13
เวกเตอร์หน่ึงหน่วย, 17
เวกเตอร์บอกตำแหน่ง, 31
เอนโทรปี, 210

แบบจำลองของกาซอุดมคติ, 195
แฟคเตอร์คุณภาพ, 152
แรงเสียดทาน, 50, 70
แรงกิริยา, 46
แรงดึงกลับ, 76
แรงดึงกลับของสปริง, 137
แรงปฎิกิริยา, 46
แรงภายนอก, 99
แรงภายใน, 99
แรงลอยตัว, 163
แรงอนุรักษ์, 77
แรงเสียดทานจลน์, 52
แรงเสียดทานสถิต, 52
แรงไม่อนุรักษ์, 77

โปรเจทไตล์, 32
โมเมนตัมเชิงเส้น, 87
โมเมนตัมเชิงมุม, 122
โมเมนต์ความเฉ่ือย, 107

ไจโรสโคป, 127
ไดเมนชันส์, 3


