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บทที่  2

การวิเคราะห์ความเครียด
(Analysis of Strain)

2.1  การวิเคราะห์ความเครียด 2 มิติ  (Infinitesimal Strain in 2 Dimensions)



มวลวัตถุที่มีความต่อเนื่อง เมื่อถูกกระทำโดยความเค้น จะเกิดการเปลี่ยนแปลงรูปร่างไป จุดต่าง ๆ บนวัตถุจะเคลื่อนที่ไปจากจุดเดิมเมื่อเทียบกับแกนอ้างอิง เราสามารถวิเคราะห์ผลของการเปลี่ยนแปลงรูปร่างไปในเชิงคณิตศาสตร์ ก่อนอื่นจะต้องเข้าใจคำว่า “วิรูป” (deformation) คือการเปลี่ยนแปลงทั้งขนาดและรูปร่าง ซึ่งเกิดจากการเคลื่อนไปของจุดต่าง ๆ ในวัตถุ ส่วนการเคลื่อนที่ (displacement) ของวัตถุที่คงตัว (rigid body) นั้น ขนาดและรูปร่างของวัตถุมิได้เปลี่ยน แต่ตำแหน่งของวัตถุเปลี่ยน การเคลื่อนที่ของวัตถุคงตัวนั้นมีทั้งการเคลื่อนที่แบบย้ายที่ (Translation) และแบบหมุนไป (rotation)



จากที่ได้กล่าวไว้แล้วว่าคำจำกัดความของความเครียดปกติ (normal or longitudinal strain,  () คือค่าการเปลี่ยนแปลงทางความยาวในแนวหนึ่งต่อความยาวเดิมในแนวนั้น ซึ่งเขียนได้ในเชิงคณิตศาสตร์ดังนี้
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เมื่อ (l คือความยาวเดิมของวัตถุ (l คือความยาวที่เปลี่ยนแปลงไป การให้เครื่องหมายทางคณิตศาสตร์จะกำหนดดังนี้


(l
มีค่าเป็นบวก (+)  เมื่อเกิดการหดตัวของวัตถุ


(l
มีค่าเป็นลบ (-) เมื่อเกิดการขยายตัวของวัตถุ


การเปลี่ยนแปลงในเชิงมุมจากมุมฉากเรียกว่า ความเครียดเฉือน (shear strain, () การให้เครื่องหมายทางคณิตศาสตร์จะกำหนดให้มุมเป็นบวก (+) เมื่อเพิ่มค่ามุมและเป็นลบ (-) เมื่อลดค่ามุม


ในการวิเคราะห์ความเครียดจะพิจารณาจากหน่วย (element) ที่มีขนาดเล็กมาก ซึ่งจะให้ความเครียดปกติ (() และความเครียดเฉือน ( () น้อยกว่าค่าความเป็นหนึ่ง (unity) ค่าที่ได้เมื่อยกกำลังสองจะถือว่าน้อยมาก สามารถตัดค่ายกกำลังนั้นทิ้งไป  การวิเคราะห์ความเครียดรอบ ๆ จุด P ในมวลวัตถุ หากความเครียดนั้นเป็นเนื้อเดียวกัน การเปลี่ยนแปลงรูปร่างและตำแหน่ง (position) ของมวลขนาดเล็ก ๆ นั้นจะเป็นเส้นตรง (linear) จากสมมุติฐานอันนี้แสดงว่าเส้นตรงในวัตถุก็คงเป็นเส้นตรงเมื่อเกิดความเครียด และเส้นขนานก็ยังคงเป็นเส้นขนาน แม้ว่าตำแหน่งจะเปลี่ยนไป


รูปที่ 2.1 OR และ OP เป็นเส้นตรงที่ตั้งฉากกันในมวล เราตั้งแกนอ้างอิง OX และ OY โดยให้ OR และ OP อยู่บนแกนอ้างอิงนี้ เมื่อเกิดความเครียด จุด O เคลื่อนไปที่ O/ จุด P เคลื่อนไป P/  และจุด R เคลื่อนที่ไป R/ 
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รูปที่ 2.1 แสดงการวิรูปของเส้นตรง OR -OP 

ให้ u และ  v  เป็นค่าการเคลื่อนที่ไปในแกน X และ Y ตามลำดับ 
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ดังนั้นการเปลี่ยนแปลงความยาวของเส้น OP ก็คือ
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จากคำจำกัดความของความเครียด จะได้ว่า
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(2-1)


ในทำนองเดียวกันเราได้ว่าความเครียดในทิศทาง y
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(2-2)






พิจารณาการเปลี่ยนแปลงเชิงมุม ค่าความเครียดเฉือน ((xy)  คือค่าการเปลี่ยนแปลงไปจากมุมฉากนั่นก็คือ
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เนื่องจากค่า  (1 และ (2  น้อยมากอาจกล่าวได้ว่า
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ดังนั้น
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(2-3)

2.2  การหาความเครียดต่างแกนใน 2 มิติ (Strain Transformation in a Plane)

เมื่อเราทราบความสัมพันธ์ระหว่างความเครียดและการเคลื่อนที่ไปของมวล  ปัญหาต่อมาที่จะต้องพิจารณาก็คือ การหาความเครียดที่เกิดขึ้นในทิศทางอื่น ๆ ซึ่งมีหลักในการพิจารณา ดังนี้ 
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รูปที่  2.2


จาก (1)  จะได้ว่า
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(2-4)



หากทิศทางที่เราต้องการหาความเครียดทำมุม ( กับแกน  x แล้ว ให้  (r เป็นความยาวเริ่มแรกของมวลในทิศทางนี้ จากรูป 2.2 (ก) จะได้ว่า   (r  เป็นค่าที่เปลี่ยนแปลงไปของความยาว  (r ซึ่ง
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จาก (2-4) 
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(2-5)



และ

( r   =
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(2-6)



ดังนั้น ความเครียด ((() ในทิศ ( เนื่องจากความเครียดในทิศทาง x (( x) ได้
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จาก  (2-5), (2-6)

[image: image24.wmf]q

e

e

q

2

cos

x

=




(2-7)



ในทำนองเดียวกันพิจารณารูป 2.2 (ข) ความเครียด ((  เนื่องจาก (y คือ
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(2-8)



และพิจารณาความเครียด((  เนื่องจากความเครียดเฉือน  ((xy บนระนาบ xy)





(u
=
(ytan (xy


เมื่อค่า (xy น้อยมาก  (u
=
(y (xy




        (r
=
 (u  cos(  =  (y(xy  cos(
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ดังนั้น
((
=      
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จากการใช้กฏของการซ้อนทับ( Principle of superposition)  (7)+(8)+(9)




((     =
(x cos2(   +
(ysin2( +  (xy sin ( cos(      (2-10)
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 (2-11)


ถ้าเราให้
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 จะเห็นว่าสมการ (2-11) ขนานไปกับการหาความเค้นในแกนอื่นในบทที่ 1ทำนองเดียวกันเราจะได้ความเครียดเฉือน ((() เนื่องจาก(x , (y และ(xy จะมีค่าดังนี้ 
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(2-12)
หรือ    
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หากให้ x/,y/  เป็นแกนที่ตั้งฉากกัน โดย x/  ทำมุม  (  กับแกน   x แล้ว จะได้ว่า
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2.3  ความเครียดหลัก (Principal strains)



จากหัวข้อ 2.2  จะเห็นว่าสมการความเค้นและความเครียดนั้นขนานกันไป ดังนั้นในการหาความเครียดหลัก (principal strain)  ซึ่งคือค่าความเครียดสูงสุดและความเครียดต่ำสุด ส่วนแกนที่มีค่าความเครียดสำคัญนี้ก็เรียกว่าแกนความเครียดหลัก (principal axes of strain) ซึ่งในทิศทางนี้จะไม่มีค่าความเครียดเฉือน (( )  จะได้ว่า
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(2-14)



นั่นคือแกนของความเครียดหลักจะทำมุม(1  และ(1  +900   กับแกน  x ถ้าเรานำค่ามุมนี้ไปแทนในสมการ (2-11) ค่าหนึ่งจะให้ค่าความเครียดสูงสุดเรียกว่าความเครียดหลักค่ามาก  (Major principal strain, (1) และอีกค่าหนี่งจะได้ค่าความเครียดต่ำสุดเรียกว่าความเครียดหลักค่าน้อย   (minor principal strain, (3 ) 



ถ้าให้แกนของความเครียดหลักค่ามาก ((1) เป็นแกนอ้างอิงเราสามารถหาความเคียดในแกนใด ๆ ที่ทำมุม (  กับแกนของ (1   ได้ดังนี้
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(2-15)
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(2-16)

2.5  ความเครียดโรเซท (Strain Rosettes)



“โรเซท” (rosette) คือกลุ่มของมาตราวัดความเครียด (strain gauge) ที่มีการวางทิศทางที่ทราบทิศแน่นอน ดังรูปที่ 2.3 ซึ่งกลุ่มของมาตราวัดความเครียดจะมีการวางตัวของมาตราวัดในทิศ  (A,   ( B,   (C   จากแกนอ้างอิง x หาก (A  = 00, (B = 450 และ   (C = 900    เรียกว่า โรเซท  450 และ  (A = 00, (B = 600 และ (C = 1200   เรียกว่าโรเซท 600  ซึ่งเราสามารถเขียนความสัมพันธ์ของความเครียดจากโรเซทและความเครียดในแกนอ้างอิง x-y ได้ดังนี้
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ซึ่งจากมาตรวัดความเครียดโรเซท เราสามารถนำไปหาความเครียดในทิศทางอื่น ๆ ได้โดยอาศัยสมการข้างต้น





รูปที่ 2.3
ตัวอย่างที่ 2.1  โรเซท 600 มีแกน      (A  = 00, (B = 600  , (C =1200          ซึ่งอ่านค่าความเครียดได้ดังนี้ (A = 10-3, (B = 0.5 x 10-3 , (C = 0 จงหาค่าความเครียด 
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(C
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cos2 (C(x +   sin2(C(y  +
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แทนค่า 
(A  ,   (B,        (C
และ    (A, (B, (C ลงในสมการข้างต้น จะได้ว่า 
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หาความเครียดหลัก (principal strain)
จาก
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