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บทที่  3

ทฤษฎีอีลาสติก
(Theory of Elasticity)


ในบทที่ 1 และ 2 นั้น ได้กล่าวถึงความเค้นและความเครียด ณ จุดใด ๆ บนวัตถุไว้ว่า ความเค้นบนวัตถุเกิดจากแรงที่มากระทำ ณ จุดนั้น และความเครียดมีความสัมพันธ์กับการวิรูปของวัตถุ ในการเขียนความสัมพันธ์ของแรงและความเค้น ความเครียดกับการเปลี่ยนรูปเชิงคณิตศาสตร์จะมีข้อจำกัด ต้องใช้ข้อสมมุติที่จะทำให้เกิดรูปแบบที่ง่ายและใกล้เคียงกับพฤติกรรมที่เป็นจริงมากที่สุด ข้อจำกัดนี้ ได้แก่
1. วัตถุนั้นจะต้องมีการกระจายอย่างต่อเนื่อง
2. ความเครียดนั้นน้อยมาก คือมีค่าน้อยกว่าค่าเป็นหนึ่ง (unity)

3. ความเค้นและการเปลี่ยนแปลงรูปร่าง จะต้องมีความต่อเนื่องตามโคออร์ดิเนต
ความสัมพันธ์ระหว่างความเค้นและความเครียดเชิงคณิตศาสตร์ตามทฤษฏีอีลาสติก นอกจากข้อจำกัด 3 ข้อ ข้างต้นแล้วยังมีข้อจำกัดเพิ่มเติมดังนี้
1.  

ความเค้นและความเครียดเป็นสัมพันธ์เชิงเส้น  (Linearity between stress and strain) นั่นคือวัตถุนั้นหากมีความเค้นมากระทำจะเกิดความเครียดในทิศทางของความเค้นและเป็นปฏิภาคตรงกับความเค้นที่มากระทำ เรียกว่ากฎของฮูก (Hooke’ s law)



2.  วัตถุมีความเป็นเนื้อเดียว (Homogeneity) 



3.  เป็นวัตถุไอโซโทรปิก (Isotropic) คือมีคุณสมบัติอีลาสติกเท่ากันทุกทิศทาง
4.
มีความเป็นอีลาสติกอย่างสมบูรณ์ คือวัตถุนั้นเปลี่ยนรูปไปหากมีแรงกระทำ เมื่อไม่มีแรงกระทำวัตถุนั้นจะกลับคืนสู่สภาพเดิมทั้งขนาดและรูปร่าง

ในความเป็นจริงแล้วไม่มีวัตถุใดที่มีสมบัติดังกล่าวข้างต้นครบถ้วน แต่อย่างไรก็ตามการใช้ทฤษฎีอีลาสติกมาวิเคราะห์ในงานกลศาสตร์หิน จะต้องมั่นใจว่าหินที่นำมาวิเคราะห์นั้นยังมีสมบัติของอีลาสติกอยู่
3.1 ความสัมพันธ์ระหว่างความเค้น-ความเครียด (Stress - Strain Relations)



ความสัมพันธ์ระหว่างความเค้นและความเครียดนั้น ได้มีการศึกษาค้นคว้าโดยใช้การทดลอง ซึ่งได้ความสัมพันธ์ตามกฎของฮูก (Hooke’s law) คือความเครียดเป็นปฏิภาคตรงกับความเค้นที่มากระทำ หากพิจารณาวัตถุที่เป็นรูปสี่เหลี่ยมลูกบาศก์ (unit cube)  รูปที่ 3.1 โดยให้แกน x, y, z ขนานไปกับด้านคู่ขนานของสี่เหลี่ยมลูกบาศก์นี้ ให้   (x เป็นความเค้นปกติที่มากระทำบนระนาบ x ทั้งสองระนาบโดยความเค้นนี้จะกระจายทั่วระนาบ จะเกิดความเครียดปกติในทิศทาง x 
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รูปที่ 3.1 แสดงการวิรูปของหน่วยลูกบาศก์ภายใต้ภาวะความเค้น (x
ดังนี้
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(3-1)



โดย E เป็นค่าคงที่ เรียกว่า ค่าโมดูลัสของอีลาสติก (Modulus of elasticity) เนื่องจากความเค้นในทิศทาง x ทำให้เกิดการหด ตัวในแกน x ย่อมทำให้เกิดการขยายตัวในแกน y และ z ด้วย ซึ่งความเครียดในแกน y  และ  z  จะเป็นปฏิภาคตรงกับความเครียดในแกน x นั่นคือ
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(3-2)
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(3-3)



  ( คือค่าคงที่เรียกว่า สัดส่วนพัวซองส์  (Poisson’s Ratio)ซึ่งเป็นสัดส่วนระหว่างความเครียดด้านข้างต่อความเครียดแนวแกน
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 ในทำนองเดียวกัน ถ้ามีความเค้นปกติมากระทำในทิศทาง y, z ตามลำดับก็จะใช้กฎของฮูก ตามสมการที่ (3-1)-(3-3) และกฎการซ้อนทับ ( principle of superposition) จะได้สมการต่อไปนี้
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 EMBED Equation.3  [image: image9.wmf](
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(3-6)


และความสัมพันธ์ระหว่างความเค้นเฉือนและความเครียดเฉือนได้ดังนี้
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(3-9)


โดย G คือค่าโมดูลัสความคงตัว (Modulus of Rigidity) ซึ่งมีความสัมพันธ์โดยตรงกับความเค้นเฉือนและความเครียดเฉือน สมการที่(3-4) ถึง(3-9) นี้เป็นสมการอีลาสติกของฮูก สำหรับวัตถุที่เป็นไอโซโทรปิค ถ้าให้ I1 เป็นผลรวมความเค้นที่ไม่เปลี่ยนแปลง (stress invariant) นั่นคือ 
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และ  e เป็นผลรวมของความเครียดไม่เปลี่ยนแปลง ( strain invariant ) ได้ว่า
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เราสามารถหาความสัมพันธ์เชิงคณิตศาสตร์ของ I1  และ  e ได้ดังนี้
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(3-10)

ในสภาพความดันอุทก ( hydrostatic stress field ) ที่มีค่าความดัน p นั่นคือ (x = (y= (z = p สมการ (1-10) จะเขียนได้เป็น
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เมื่อ
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ซึ่ง k เป็นโมดูลัสที่แสดงการเปลี่ยนแปลงปริมาตรเรียก Bulk Modulus จากสมการ (3-4)-(3-10) เราสามารถเขียนสมการความเค้นในรูปของความเครียดได้
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(3-11)
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(3-12)

[image: image22.wmf](

)

(

)

z

z

1

E

e

2

1

1

E

e

u

+

+

u

-

u

+

u

=

s


(3-13)


[image: image23.wmf](

)

(

)

(

)

,

1

2

E

,

1

2

E

,

1

2

E

zx

zx

yz

yz

xy

xy

g

u

+

=

t

g

u

+

=

t

g

u

+

=

t


(3-14)


ถ้าให้ 
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 มีค่าเป็น (  เรียกค่าคงที่ลาเม (Lame's constant) สมการที่ (3-11)-(3-14) ลดรูปลงได้เป็น
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(3-15)
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(3-18)

3.2 สมการความเค้นในระนาบ ( Plane Stress Equation ) 

ปัญหาต่างๆที่ใช้ทฤษฎีอีลาสติก สามารถทำให้ง่ายขึ้นโดยคิดวิเคราะห์ให้ความเค้นทั้งหลายลดรูปลงเหลือสองมิติ เรียกสมการความเค้นในระนาบ ตัวอย่างเช่น เพลทบาง มีความเค้นกระทำขนานไปกับระนาบของเพลท และมีการกระจายของความเค้นสม่ำเสมอทั่วความหนาของเพลท ถ้าให้แกน z เป็นแกนตั้งฉากกับระนาบของเพลท จะได้ว่าความเค้นต่างๆได้แก่   (z, (xz,(yz ที่เทียบกับแกน z จะมีค่าเป็นศูนย์ เรียกว่าภาวะความเค้นในระนาบจากสมการ (3-4) ถึง (3-9)จะได้ว่า
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 EMBED Equation.3  [image: image30.wmf][
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ข้อสังเกต แม้ว่าความเค้นบนระนาบ z จะมีค่าเป็นศูนย์ แต่ความเครียดบนระนาบ z ยังคงมีค่าอยู่
3.3 สมการความเครียดในระนาบ ( Plane Strain Equation )


เราอาจวิเคราะห์โดยให้ความเครียดบนระนาบ z เป็นศูนย์ได้เช่นกันเมื่อการเปลี่ยนรูปในแกน z มีค่าน้อยมากเมื่อเทียบกับความยาวของรูปร่างเดิมในแกน z นี้ ตัวอย่างภาวะความเครียดในระนาบได้แก่ อุโมงค์ขนาดยาวในระนาบ หรือแนวสันเขื่อน ในภาวะนี้ (z, (xz ,(yz = 0 จากสมการ (3-4) ถึง (3-9) ได้ว่า

[image: image34.wmf](

)

y

x

z

s

+

s

u

=

s



[image: image35.wmf](

)

(

)

[

]

E

1

1

y

x

2

x

s

u

+

u

-

s

u

-

=

e



[image: image36.wmf](

)

(

)

[

]

E

1

1

x

y

2

y

s

u

+

u

-

s

u

-

=

e



[image: image37.wmf](

)

G

E

1

2

xy

xy

xy

t

=

t

u

+

=

g

   


ทั้งสมการความเค้นในระนาบ และความเครียดในระนาบ เป็นการวิเคราะห์ในสองมิติ
3.4  การวิรูปภายใต้การกดอัด
เมื่อมีความเค้นอัดกระทำต่อหิน ก็จะเกิดการวิรูป ซึ่งความสัมพันธ์ระหว่างความเค้นและความเครียดเนื่องจากการวิรูปจะแสดงออกถึงสมบัติของหินว่าจะเป็นอีลาสติก พลาสติก หรือวิสโคอีลาสติก (viscoelastic) (รูปที่ 3.2 ก ) หลังจากถึงจุดประลัยหินสูญเสียความสามารถในการต้านแรง ขณะที่การวิรูปเพิ่มมากขึ้น  เราจะเรียกหินนั้นว่าเป็นหินเปราะ (brittle rock) ส่วนหินที่สามารถทนต่อการวิรูปที่เพิ่มขึ้นโดยไม่สูญเสียความสามารถในการต้านแรง เราเรียกว่าเป็นหินในภาวะอ่อนดัดได้ (ductile) ในภาวะนี้การวิรูปจะถาวรไม่สามารถคืนสู่รูปเดิมได้ กราฟความสัมพันธ์ระหว่างความเค้น-ความเครียด จะทำให้เราเข้าใจพฤติกรรมของหินภายใต้ภาวะความเค้น โดยมีค่าคงที่อิลาสติกที่ความเค้นระยะต่างๆ (รูปที่ 3.2 ข) คือโมดูลัสที่จุดเริ่มต้น(Ei) โมดูลัสในช่วงที่หินมี
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รูปที่ 3.2 (ก-ข) (ก) ความสัมพันธ์ความเค้นกับการวิรูปของหินที่มีสมบัติอีลาสติก พลาสติก และ วีสโคอีลาสติก  (ข) ค่าโมดูลัสที่ภาวะความเค้นต่างๆ
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รูปที่ 3.2 (ก-ข)
พฤติกรรมเป็นอีลาสติก มักมีค่าอยู่ในช่วงความเค้นอัดประมาณ 35-50% ของกำลังอัดเรียก อีลาสติกโมดูลัส(E) ส่วนโมดูลัสซีคาน(Es)แสดงค่าความสัมพันธ์ระหว่างภาวะความเค้นที่จุดสองจุดในช่วงที่สนใจ และ โมดูลัสสัมผัส(Et) จะแสดงความสัมผัสที่ภาวะความเค้นหนึ่งเช่น ที่ ภาวะความเค้น 50% ของกำลังอัด(E50) ที่เป็นจุดที่มักจะหาค่าคงที่อีลาสติก หินจะมีพฤติกรรมวิรูปแบบอีลาสติก หรือไม่เป็นอีลาสติกก็ได้  เราพบว่าหินแข็ง เช่น หินแกรนิต หินปูน มักจะมีพฤติกรรมแบบอีลาสติก ส่วนหินที่มีความอ่อน เช่น หินดินดาน มักจะแสดงพฤติกรรมแบบอ่อนดัดได้
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หินภายใต้ความเค้นกดจะเกิดการวิรูปจนถึงจุดวิบัติและขั้นสูญเสียกำลังไป รูปที่ 3.3  เป็นกราฟความสัมพันธ์ความเค้นและความเครียดในแนวแกนของหินภายใต้ความเค้นอัด จะอธิบายภาวะการวิรูปได้ 6 ระยะดังนี้คือ

        รูปที่ 3.3 แสดงระยะการวิรูปภายใต้ความเค้นจนถึงขั้นการวิบัติ
ระยะที่  1 รอยแตกปิด


เป็นระยะที่รอยแตกเล็ก ๆ หรือช่องว่างภายในตัวอย่างจะปิดลง ทำให้เส้น



กราฟไม่เป็นเส้นตรง
ระยะที่  2 ช่วงอีลาสติก


เป็นช่วงอีลาสติกที่การวิรูปยังคงคืนสภาพได้เมื่อถอนความเค้นนี้ออกไป กราฟจะมีความสัมพันธ์เป็นเส้นตรง โดยเฉพาะเมื่อความเค้นอยู่ที่ประมาณ 35-40%ของกำลังอัดของตัวอย่าง
ระยะที่  3 รอยแตกเปิดจากแรงดึง
ระยะนี้กราฟจะเริ่มเปลี่ยนไปจากเส้นตรงเนื่องจากการยกขยายตัว(dilation)ของรอยแตกและขยายทั่วแท่งตัวอย่าง ซึ่งการวิรูปในช่วงนี้จะคืนรูปได้บางส่วน ความเค้นจะอยู่ประมาณ  80% ของกำลังอัดของหิน
ระยะที่  4รอยแตกเฉือนเพิ่ม


เป็นระยะที่รอยแตกจะขยายด้วยอัตราเร่งมากขึ้น ทำให้การเปลี่ยนแปลงปริมาตรเพิ่มขึ้น รอยแตกเหล่านี้เริ่มเชื่อมต่อกันเป็นระนาบแตกจากการดึงหรือเฉือน และที่ช่วงปลายของระยะนี้จะเป็นจุดวิบัติหรือความเค้นมีค่าเท่ากับกำลังสุดยอด( ultimate strength) ของหินพอดี
ระยะที่  5 รอยแตกเชื่อมกันเป็นระนาบ


เป็นระยะที่ผ่านการวิบัติหรือกำลังสุดยอดของตัวอย่าง รอยแตกเล็ก ๆ เชื่อมต่อเป็นระนาบขนาดใหญ่หรือเป็นรอยเลื่อน การวิรูปจะเกี่ยวข้องกับการวิรูปภายใต้กำลังถดถอย (strain softening) ซึ่งหินจะสูญเสียกำลังเมื่อความเครียดที่เกิดเพิ่มมากขึ้น
ระยะที่  6 เลื่อนไถลบนรอยแตก


เป็นระยะที่การแตกของหินแยกจากกันอย่างสมบูรณ์  ซึ่งการวิรูปจะขึ้นกับแรงเสียดทานบนระนาบเลื่อนและความสามารถในการรับแรงจะเป็นกำลังคงเหลือ (residual strength) ของหินเท่านั้น


3.5 รูปแบบการวิบัติของหิน (Failure Mode)

1.  การวิบัติเนื่องจากแรงดึง ระนาบที่แตกจะแยกออกไม่มีการบดระหว่างระนาบ และผิวหน้าของระนาบแตกค่อนข้างขรุขระ
2.  การวิบัติแบบเฉือน เนืองจากความเค้นเฉือนที่กระทำมากกว่ากำลังเฉือนของหิน การวิบัติชนิดนี้มักพบการเคลื่อนและการบดตามระนาบแตก ผิวหน้าจะละเอียดลื่น เช่น บนระนาบรอยเลื่อน (fault plane) หรือการเลื่อนไถลของชั้นหินตามลาดเขา
3.  การวิบัติเนื่องจากการโก่งงอ (flexure) หินที่มีการวางตัวเหมือนลักษณะของคาน เช่น ชั้นหินตะกอนในเหมืองอุโมงค์ ที่มีการวางตัวในระนาบระดับ เมื่อรับน้ำหนักจะเกิดการตกท้องช้างของชั้นหินเกิดการโก่งงอและแตกออกเนื่องจากแรงดึง
4.  การวิบัติเนื่องจากการบดหรืออัดของแรง รูปแบบการวิบัติค่อนข้างจะซับซ้อน อาจจะผสมระหว่างการวิบัติแบบเฉือน และแบบแรงดึง เช่น ในการทดสอบแรงอัดในหินที่เป็นทรงกระบอก หรือแท่งเสารับน้ำหนักในเหมืองอุโมงค์แบบห้องและเสา (room and pillar) จะเห็นการแยกออกตามแนวยาวของแท่งเสาหรือแท่งตัวอย่าง ร่วมกับการเฉือนบนระนาบเฉียงขวางแท่งเสา หรือแท่งตัวอย่าง ในบางครั้งจะพบการวิบัติหลายระนาบได้เมื่อหินนั้นได้รับความดันล้อม (confining pressure) ที่ค่อนข้างสูง ทำให้เกิดมีพฤติกรรมแบบอ่อนดัดได้ ductile

3.6   เกณฑ์กำหนดที่แสดงว่าหินอยู่ในสภาพวิบัติ  (Failure Criteria)

เกณฑ์กำหนดที่ใช้ในปัจจุบันสำหรับบ่งชี้สภาวะวิบัติของหิน เพื่อประโยชน์ในการออกแบบในงานวิศวกรรมต่าง ๆ เช่น งานอุโมงค์  งานฐานราก ได้แก่ การกำหนดต่อไปนี้
1.  เกณฑ์กำหนดการวิบัติของมอร์ (Mohr’s Failure Criteria)

เกณฑ์กำหนดของมอร์เกิดจากการทดสอบในห้องปฏิบัติการ ซึ่งในเกณฑ์กำหนดระบุว่าการวิบัติของมวลวัตถุเกิดจากความเค้นเฉือนที่กระทำบนระนาบวิบัติและจะเป็นความสัมพันธ์ทางฟังก์ชั่นกับความเค้นปกติที่กระทำบนระนาบนั้น นั่นคือ
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รูปที่ 3.4  แสดงเกณฑ์การวิบัติของมอร์
ความสัมพันธ์นี้สามารถแสดงได้ด้วยกราฟวงกลมความเค้นของมอร์ ซึ่งแสดงค่าการทดสอบตัวอย่างภายใต้ความดันล้อม ((3) ที่ขนาดต่างๆ พบว่ากำลังอัดของหินจะเพิ่มขึ้นตามการเพิ่มความดันล้อมหากเราเขียนเส้นสัมผัสวงกลมความเค้นแต่ละสภาวะ เราจะได้เกณฑ์กำลังการวิบัติของมอร์ (รูปที่ 3.4)  ซึ่งที่ความดันล้อมสูง หินจะมีแนวโน้มแสดงพฤติกรรมแบบอ่อนดัด(ductile) เส้นสัมผัสวงกลมความเค้นนี้เรียกว่า เส้นเกณฑ์การวิบัติ (failure envelope) นั่นคือถ้าหินอยู่ในภาวะความเค้นมีค่าสัมผัสหรือเกินเส้นเกณฑ์กำหนดการวิบัตินี้ ย่อมแสดงว่าหินอยู่ในภาวะวิบัติ
2.  เกณฑ์กำหนดการวิบัติคูลอมบ์ (Coulomb Failure Criterion)

เกณฑ์กำหนดคูลอมบ์ หรือบางครั้งอาจจะเรียกเกณฑ์กำหนดคูลอมบ์-เนเวียร์ กำหนดว่าในวัตถุที่แข็งและเปราะ ณ จุดวิบัติ ค่าความเค้นบนระนาบเฉือนนั้นจะถูกต้านด้วยกำลังยึดเหนี่ยวภายใน (inherent shear strength, S0)ของมวลวัสดุและกำลังเสียดทานภายใน (((n) ดังนั้นกำลังเฉือน (shear strength, S) ของมวลวัสดุสามารถแสดงได้ดังนี้


S
=
S0
+
( (n


(3-19)



 (
=
สัมประสิทธิแรงเสียดทานภายใน    ( (  = tan (   )



So
=
กำลังยึดเหนี่ยวภายใน
ถ้า ( เป็นมุมที่แกนปกติของระนาบวิบัติทำกับ  (3 เราจะได้ว่า   (n  และ (  ที่เกิดขึ้นบนระนาบวิบัตินี้ มีค่า
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รูปที่ 3.5 แสดงเกณฑ์กำหนดการวิบัติของคูลอมบ์
จากเกณฑ์กำหนดนี้จะกล่าวแสดงถึงข้อจำกัดในการวิบัติของวัสดุภายใต้ความเค้นดึงเมื่อ (3 = -T0  และภายใต้ความเค้นกด เมื่อ (3  =  0  ซึ่งสามารถสร้างเป็นกราฟวงกลมความเค้นของมอร์ได้ เราสามารถสร้างเส้นเกณฑ์การวิบัติได้ (รูปที่ 3.5)  ซึ่งเกณฑ์การวิบัติจะเป็นสมการเชิงเส้นตามสมการ (3-19)  ในภาวะความเค้นกด  ส่วนสภาวะความเค้นดึงสมการนี้จะถูกตัดที่  (3  = -T0 สมการเกณฑ์การวิบัติสามารถเขียนในรูปของความเค้นหลักได้ดังนี้
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(3-20)

เมื่อ
q      =  กำลังอัดแกนเดียว
3.  เกณฑ์กำหนดการวิบัติของกริฟฟิธ (Griffith Failure Criteria)

ทฤษฎีของกริฟฟิธได้กล่าวถึงรอยแตกเปิดวงรีเล็ก ๆ มีอยู่ในมวลวัสดุ เมื่อมวลวัสดุได้รับความเค้นดึง (t ซึ่งเป็นความเค้นหลัก (principal stress) จะทำให้เกิดความเค้นดึงสะสมมากที่ปลายของรอยแตก และถ้ามีความเค้นกด (C  ที่เป็นความเค้นหลักเช่นเดียวกัน ความเค้นสะสมสูงสุดที่จุด A (รูปที่ 3.6 ก)   จะเกิดขึ้น และถ้าความเค้นนี้มีค่าเท่ากับกำลังรับแรงดึง (Tensile strength, To) จะทำให้รอยแตกเปิดออก ซึ่งเขียนเป็นเกณฑ์กำหนดทางคณิตศาสตร์ได้ดังนี้

เมื่อ 
(1   +   3(3 < 0


(3    =    -  To
 
(3-21)
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และ เมื่อ (1 + 3(3>  0 

((1   -   (3)2   =    8 To ((1 +  (3)
(3-22)

รูปที่ 3.6 (ก) ความเค้นดึงสะสมที่ปลายของรอยแตก และ(ข) เกณฑ์การวิบัติของกริฟฟิธ
Murell ได้ปรับแปลงทฤษฎีกริฟฟิธเทียบกับเกณฑ์กำหนดของมอร์ โดยให้  เป็นมุมระหว่างระนาบแตก และความเค้นหลักค่าน้อย (minor principal stress, (3 )  จะได้ว่า 
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 ซึ่งจะได้สมการพาราโปลิกของมอร์ (Parabolic Mohr’s Envelope) (รูปที่ 3.7)   ดังนี้คือ
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ค่าความเค้นเฉือนที่ระนาบการวิบัติ
ในทฤษฎีของกริฟฟิธ แสดงว่ารอยแตกยังคงสภาพเป็นรอยแตกเปิดรูปทรงรีจนถึงจุดวิบัติ แต่ในสภาพที่เป็นจริงของมวลหินพบว่า ในช่วงเริ่มของการรับแรงค่าความพรุนของหินจะลดลง เนื่องจากการยุบตัวหรือการที่รอยแตกมีการปิดตัว แล้วจึงตามด้วยการยกขยายตัว (dilation) เนื่องจากการเคลื่อนของรอยแตก ซึ่งหมายถึงการวิบัติมิได้เกิดจากแรงดึงเพียงอย่างเดียว แต่มีแรงเสียดทานเข้ามาเกี่ยวข้อง McLintock และ Walsh จึงปรับแปลง ทฤษฎีกริฟฟิธ โดยนำค่าแรงเสียดทานเข้ามาเกี่ยวข้อง ทำให้เกณฑ์กำหนดของการวิบัติในหินเปราะเหมือนกับเส้นเกณฑ์การวิบัติของคูลอมบ์ (Coulomb  Envelop) นั่นคือ 
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รูปที่ 3.7 แสดงการเปรียบเทียบเกณฑ์การวิบัติและรูปแบบการวิบัติในแต่ละภาวะความเค้น
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