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บทที่ 2 
ตรีโกณมิติ 

 
1. อัตราสวนตรีโกณมิติของมุมภายในรูปสามเหลี่ยมมุมฉาก 
 
อัตราสวนตรโีกณมิติของมุมภายในรูปสามเหลี่ยมมุมฉาก คือ ความสัมพันธระหวางดาน และ มุม
ภายในสามเหลี่ยมมุมฉาก 
 
 
 
 
 
 
 
 
นิยาม 
 sine ของมุม A      =    ความยาวของดานตรงขามมุม A      หรือ      asin A

c
=  

                    ความยาวของดานตรงขามมุมฉาก 
 cosine ของมุม A  =      ความยาวดานประชิดมุม A            หรือ bcos A

c
=  

       ความยาวของดานตรงขามมุมฉาก 
 tangent ของมุม A =   ความยาวของดายตรงขามมุม A      หรือ  atan A

b
=  

        ความยาวของดานตรงขามมุมฉาก 
 
สวนกลับของ sin A เรียกวา cosec A หรือ csc A 
สวนกลับของ tan A เรยีกวา cot A  และ 
สวนกลับของ cos A เรยีกวา sec A 

A 

a 

b 

c 
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นั่นคือ  
 

1 1 1csc A cot A sec A
sin A tan A cos A

= = =  
 
 

 
2. อัตราสวนตรีโกณมิติของมุม 300, 450 และ 600 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

กําหนดสามเหลี่ยมดานเทา abc  โดยดานทัง้สามยาวเทากบั 2 หนวย 
จากคุณสมบัตขิองสามเหลี่ยมดานเทา มุมภายในทั้งสามจะเทากนัและเทากับ 600  ใหเสนตรง be 
เปนเสนตรง 
ที่ลากแบงครึ่งมุมจากจุด b และ ตั้งฉากกับเสนตรง ac ดังนั้นมุม 030ˆ ˆabe ebc= =  

 

sin A 

cos A 

tan A 

A 

a 

b 

c e 

2 2 

1 1 
600 

300 300 

600 
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พิจารณาสามเหลี่ยม abe จะไดวา ความยาวดาน be = 2 22 1−  = 3  หนวย 
 

ดังนั้น  0 0 03 160 60 60 3
2 2

sin cos tan= = =  

 0 0 01 130 30 3 30
2 3

sin cos tan= = =  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
กําหนดสามเหลี่ยมหนาจัว่ ABC  โดยที่ ดาน AB และ ดาน BC ยาวเทากัน เทากับ 1 หนวย  มุม B 
เปนมุมฉากดังนั้น มุม A = มุม C = 450              
จากทฤษฎีสามเหลี่ยมพธิากอรัส จะไดวาความยาวดาน AC = 2 21 1 2+ =  
ดังนั้น 0 0 01 145 45 45 1

2 2
sin cos tan= = =  

 

 
3. ความสัมพันธระหวางอัตราสวนทางตรีโกณมิต ิ
 
 
 
 
 
 
 

A B 

C 

450 

450 

1 

1 

2  

a 

b 

c 

A B 

C 

A 
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กําหนดสามเหลี่ยม ABC โดยมีความยาวดาน a, b และ c  ดังแสดงในรูป 
จากรูปจะไดวา  

a a bsin A tan A cos A
c b c
c b ccsc A cot A sec A
a a b

= = =

= = =
 

 
1. พิจารณาคาของ  2 2sin A cos A+  

2 2
2 2 a bsin A cos A

c c
⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

        
2 2

2
a b

c
+

=  

        
2

2
c
c

=  

        1=  
 ดังนั้น  2 2 1sin A cos A+ =  
 
2. พิจารณาคาของ  2 2sec A tan A−  

2 2
2 2 c asec A tan A

b b
⎛ ⎞ ⎛ ⎞− = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

    
2 2

2
c a

b
−

=  

    
2

2
b
b

=  

    1=  
 ดังนั้น  2 2 1sec A tan A− =  
 
3.   พิจารณาคาของ   2 2csc A cot A−  

   
2 2

2 2 c bcsc A cot A
a a

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

       
2 2

2
c b

a
−

=  
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2

2
a
a

=  

       1=  
 ดังนั้น  2 2 1csc A cot A− =  
4.   พิจารณาคาของ tan A  
    atan A

b
=  

    
a
c
b
c

=  

    sin A
cos A

=  

 ดังนั้น  sin Atan A
cos A

=  

 เพราะวา  1cot A
tan A

=  

 ดังนั้น  cos Acot A
sin A

=  
 
 สรุป 

    
1
1
1

sin A csc A
tan A cot A
cos A sec A

⋅ =
⋅ =
⋅ =

 

             
2 2

2 2

2 2

1

1

1

sin A cos A

sec A tan A

csc A cot A

+ =

− =

− =

 

                              sin Atan A
cos A

=  
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4.   วงกลมหนึ่งหนวย 
 
       วงกลมหนึ่งหนวย คือวงกลมที่มีจุดศูนยกลางที่จดุ (0,0) และ มีรัศมีเทากับ 1 หนวย โดยมี
ความสัมพันธตามสมการ  2 2 1x y+ =    
 
 
 
 
 
 
 
 
ความยาวของเสนรวบวงวงกลมหนึ่งหนวย 
เสนรอบวงของวงกลมหนึ่งหนวยยาว  2 2r= π = π  โดยที่  14159.3=π  
ดังนั้นครึ่งวงกลมหนึ่งหนวยยาว   2

2
π

= = π  

และเสี้ยวของวงกลมหนึ่งหนวย   2
4 2
π π

= =  
 
การวัดความยาวสวนโคงของวงกลมหนึ่งหนวย 
กําหนด θ  เปนจํานวนจริงใดๆ  จุด P( )θ  เปนจดุปลายสวนโคงที่ยาว θ  หนวย  โดขวัดจากจุด 
(1,0 ) ไปตามสวนโคงของวงกลม 
ถา  0θ≥  หมายถึง  การวัดไปในทศิทวนเข็มนาฬิกา 
ถา  0θ>  หมายถึง  การวัดไปในทศิตามเข็มนาฬิกา 
โคออรดิเนทของจุดปลายสวนโคงวงกลมหนึ่งหนวย 
กําหนด θ  เปนจํานวนจริง และ ใหความยาวสวนโคงของวงกลมหนึ่งหนวย ยาว  θ   หนวย  มโีค
ออรดิเนทของจุดปลายสวนโคงเปน ( x, y )  นั่นคือ  P( ) ( x, y )θ =  
 
 
 
 

x 

y 

(1,0) (-1,0) 

(0,1) 

(0,-1) 

(0,0) 
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โคออรดิเนทของจุดปลายสวนโคงทีย่าว 30
2 2

, , ,π π
π  และ 2π  

 
 
 
 
 
 
 
 
จากรูปวงกลมหนึ่งหนวยจะพบวา  

30 1 0 0 1 1 0 0 1 2 1 0
2 2

P( ) ( , ) P( ) ( , ) P( ) ( , ) P( ) ( , ) P( ) ( , )π π
= = π = − = − π =  

และ  
        30 1 1 0 0 1 2 1 0

2 2
P( ) ( , ) P( ) ( , ) P( ) ( , ) P( ) ( , )π π

− = − −π = − − = − π =  
 
 

สูตรที่ควรทราบ 
 

θθπθθπ cos)2cos(sin)2sin( =+=+ nn  
θθ sin)sin( −=−            θθ cos)cos( =−  
θθπ cos

2
sin =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +           θθπ sin

2
cos −=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +  เมื่อ    

2
0 πθ ≤≤  

θθπ cos
2

sin =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −           θθπ sin

2
cos =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −  เมื่อ    

2
0 πθ ≤≤  

θθπ csc
2

sec =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −           θθπ sec

2
csc =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −  เมื่อ    

2
0 πθ ≤≤  

θθπ cot
2

tan =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −           θθπ tan

2
cot =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −  เมื่อ    

2
0 πθ ≤≤  

BABABA sincoscossin)sin( ±=±    
BABABA sinsincoscos)cos( m=±  

BA
BABA

tantan1
tantan)tan(

m

±
=±  

X 

Y 
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AAA cossin22sin =   
AAA 22 sincos2cos −=  

A
AA 2tan1

tan22tan
−

=  

AAA 3sin4sin33sin −=  
BABABA cossin2)sin()sin( =−++  
BABABA sincos2)sin()sin( =−−+  
BABABA coscos2)cos()cos( =−++  
BABABA sinsin2)cos()cos( −=−−+  

 
 
ตัวอยาง 
จงหาคาของ 
1. ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −θπ

2
3sin      

2. ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −θπ

2
3cos  

3. ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

32
3sin ππ  

4. ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

42
3csc ππ  

5. ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

42
3tan ππ  

6. 
3

2sin π  

7. ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

6
csc π  

8. ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

3
tan π  

9. 
4

13sec π  
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ตัวอยาง 
กําหนดให 

2
1sincos 22 =− xx   และ 

2
0 π

≤≤ x   จงหาคาของ xcos  และ xsin  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
ตัวอยาง 
ถา 

2
0 πθ ≤≤  และ 

5
4sin =θ  จงหาคาของ θθ cscsec +  
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แบบฝกหดั 
1.  
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2. 

 
 
3. 
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4. 

 
 
 
 
--------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
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