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Vector

ปริมาณ Vector ไมใชปริมาณตัวเลขธรรมดาเดี่ยวๆ (ปริมาณ Scalar) ทั่วไป แตเปน
ปริมาณที่ประกอบดวยขนาดและทิศทาง ตัวอยางเชน แรง, ความเร็ว ถือวาเปนปริมาณ Vector
ในวิชาทางวิศวกรรม เราจะตองนําความรูเรื่อง Vector มาประยุกตใชมากมาย 

เนื้อหาในบทนี้เราจะไดเรียนเกี่ยวกับ Vector ในระนาบ 2 มิติ ในเรื่องการเขียน
ปริมาณ Vector ในทางคณิตศาสตร, Unit vector, Dot product,Vector projection, Vector
function และการประยุกตใชงานในเรื่องการเคลื่อนที่

เนื่องจาก Vector มีทั้งขนาดและทิศทาง การกระทําทางคณิตศาสตรกับปริมาณ 
Vector จึงแตกตางไปจากการกระทําทางคณิตศาสตรของปริมาณ Scalar ที่มีเฉพาะปริมาณ
อยางเดียว การกระทําทางคณิตศาสตรที่ใชกับ Vector จะยากกวา มีกฎเกณฑพิเศษเพิ่มเติม
ถาเราพยายามทําความเขาใจที่มาวาเปนอยางไร จะชวยใหเราเรียนรูไดเร็วขึ้น
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การแสดง Vector ในทางเรขาคณิต

ในทางเรขาคณิต ในระนาบ 2 มิติ เราสามารถใชรูปลูกศรแทนปริมาณ Vector 2 มิติ
ไดโดยลูกศรจะมีความหมายคือ
- ความยาวของลูกศรหมายถึงขนาดของ vector 
- ทิศทางของลูกศรคือทิศทางของ Vector
ขอดีของการใชลูกศรคอืเราสามารถเห็นภาพไดเลย แตขอเสียคือเราจะนําไปใชคํานวณได
ลําบากเนื่องจากลูกศรไมไดอยูในรูปตัวเลข

จุดเริ่มตน
A

จุดสิ้นสุด B

ความยาวของลูกศร
แทนขนาด Vector

ทิศทางของลูกศร
แสดงทิศทางของ
Vector
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Component Form of a Vector in the Plane
เมื่อนํารูปVector มาเขียนบนระนาบ XY เราจะตองกําหนดจุดเริ่มตนและ

จุดสิ้นสุดใหกับ Vector 

จุดเริ่มตน
A(x1,y1)

จุดสิ้นสุด
B(x2,y2)

X

Y

u AB=
uuurr

องคประกอบตามแนวตั้ง = y2-y1

องคประกอบตามแนวนอน = x2-x1

จากรูป Vector จะประกอบดวย
2 สวนดังนี้

ดังนั้นเราสามารถแทน Vector ใน  2 มิติโดยใชตัวเลข 2 ตัวในรูป 
Component form 

1 2 2 1 2 1, ,u u u x x y y= = − −
r
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Position vector

X

Y

r
v

การประยุกตใชงานVector อยางหนึ่งคือการนํา Vector มาใชบอกตําแหนง
 เราเรียกวา Position vector

Position vector เปน Vector
ที่มีจุดเริ่มตนที่จุด Origin (0,0)
และจุดสิ้นสุดที่ P(x,y)

x

y

P(x,y)

,r x y=
v

(0,0)

Position vector

หมายเหตุ สัญลักษณ                   จะหมายถึงVector
สวน (x,y) จะหมายถึงจุดหรือตําแหนงที่ Coordinate (x,y)
ดังนั้น (x,y) และ                 มีความหมายคนละอยาง ตองระวังเรื่องการใช

,x y

,x y
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Magnitude of Vectors

2 2
1 2u u u= +

v

จากรูป เมื่อใชทฤษฎีของพิธากอรัส เราสามารถคํานวณขนาดของ vector ไดจากสูตร

1 2,u u u=
r

2u

1u

เราใชสัญลักษณ แทนขนาดของ Vectorur ur

ให ur

8

Zero Vector

นิยาม 
Zero vector คือ Vector ที่มีองคประกอบทุกตัวเปน 0 หมด กลาวคอื

0,0o =
r

ดังนั้น Zero vector จะมีขนาดเปน 0 และจะไมสามารถหาทิศทางได (แตเรายัง
นับวาเปน Vector อยู)
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Unit Vector : Representation of Direction
นิยาม Unit vector คือ Vector ที่มีขนาด 1 หนวย 

1 2
2 2 2 2
1 2 1 2

,v vV
V v v v v

=
+ +

uv

uv

ประโยชน เราสามารถใช Unit vector ในการบอกทิศทางของ Vector ใดๆได
ดังนี้ ให 1 2,V v v=

ur

จะได Unit vector ที่มีทิศทางเดียวกับ      เปน

แบบฝกหดั จงพิสูจนวา               และ        มีทิศทางเดียวกัน 
โดยใช Unit vector

3, 4u = −
r 6, 8v = −

r

V
uv
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เราสามารถเขียน vector      ในรูปของ “ขนาดและทิศทาง” ไดดังนี้

VV V
V

⎛ ⎞
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎝ ⎠

uv
uv uv

uv

ขนาดของ ทิศทางของ

V
uv

Vector Representation in the form of Magnitude and direction

แบบฝกหัด จงเขียน               ในรูปของขนาดและทศิทางคูณกัน3, 4u = −
r

V
uv

V
uv
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Standard Unit Vectors For the XY Plane

X

Y

1 2,V v v=
uv

i
vj

v

เราสามารถอธิบาย vector ใดๆโดยใช standard unit vector ดังนี้

1 2V v i v j= +
uv v v

i
v

j
v

เมื่อเราใชแกน XY เปนแกนอางอิง เราสามารถสราง unit vector ตามแนวแกน X
และแกน Y ไดดังรูป

= standard unit vector
ตามแนวแกน x

= standard unit vector
ตามแนวแกน y
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Vector Addition

การบวก Vector สามารถทําไดดังนี้

1 2,V v v=
uv

1 2,U u u=
uv

ให และ

จะได
1 1 2 2,U V u v u v+ = + +

ur uv

ในทางเรขาคณิต การบวก Vector
จะได Vector ที่เปนเสนทะแยงมุมหลัก
ของสี่เหลี่ยมดานขนานที่มีดานประกอบ
เปน        และ        ดังรูปU

uv
V
uv

ภาพจากหนังสือ Thomas’s Calculas
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Vector Multiplication by Scalar

การคูณ Vector ดวยคา Scalar k จะได Vector ตัวใหมที่มีขนาดยาวเปน k
เทาของตัวเดิม

V
uv

2V
uv

2V−
uv

ในกรณีที่ k เปนบวก เราจะได            มีทศิเดียวกับ V
uvkV

uv

ในกรณีที่ k เปนลบ เราจะได            มีทิศตรงขามกับV
uv

kV
uv
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Vector Subtraction

1 2,V v v=
uv

1 2,U u u=
uv

ให และ

จะได
1 1 2 2,U V u v u v− = − −

ur uv

ในทางเรขาคณิต การลบ Vector
จะได Vector ที่ลากจากหัวลูกศร
ของ          ไปยังหัวลูกศรของ        ดังรูป

การลบ Vector สามารถทําไดดังนี้

U
uv

V
uv

ภาพจากหนังสือ Thomas’s Calculas
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Vector Subtraction

เพื่อใหเขาใจไดดียิ่งขึ้น เราสามารถแบงการลบ Vector ออกเปน 2 ขั้นตอนดังนี้

1. คูณ        ดวย -1 เพื่อได Vector

2. นํา         ไปบวกกับ            ดงัรูป

V
uv

V−
uv

U
uv

V−
uv

ภาพจากหนังสือ Thomas’s Calculas 16

Properties of Vector Algebra

U V V U+ = +
uv uv uv uv

( ) ( )a bU ab U=
uruv

0U U+ =
uv v uv

1.

3.

5.

7.

9.

0 0U =
uv v

( ) ( )U V W U V W+ + = + +
uv uv uuv uv uv uuv

2.

4.

6.

8.

( ) 0U U+ − =
uv uv v

1U U=
uv uv

( )a U V aU aV+ = +
uv uv uv uv

( )a b U aU bU+ = +
uv uv uv
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Tangent and Normal
ถามีเสนโคงที่อยูในรูป y = f(x) เรากลาววาVector        จะสัมผัสหรือตั้งฉาก

กับเสนโคงที่จุด P ถาVector        ขนานหรือตั้งฉากกับเสนสัมผัสที่จุดนั้น 
V
uv

dy
dx

กรณีที่โจทยกําหนดใหสมการเสนโคงเปน y = f(x)
1. คํานวณ 

V
uv

2. หาคา ที่จุด P(x,y) (โดยการแทนคา x,y)dy
dx

3. นําคาที่ไดในขอ 2 เขียนในรูปเศษสวน
b
a

4. เราจะได Tangent vector เปน

1T ai bj= +
uv r r

P

Tangent vector

และ 2T ai bj= − −
uuv r r

Normal vector

X

Y
y = f(x)

5. เราจะได Normal vector เปน

1N bi aj= − +
uuv r r

และ 2N bi aj= −
uuv r r
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Tangent and Normal
ตัวอยาง

จงหา Unit Tangent vector ที่สัมผัสและตั้งฉากกับเสนโคง 
3 1

2 2
xy = +

ที่จุด (1,1)
วิธีทํา

23
2

dy x
dx

=

ที่จุด (1,1)
23(1) 3

2 2
dy
dx

= =

ได Tangent vector เปน
2 3T i j= +

uv r r

ได Unit tangent vector เปน
2 3
13 13

T i j
T

= +
ur

r r
ur

ภาพจากหนังสือ Thomas’s Calculas
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Tangent and Normal
ในกรณีที่สมการเสนโคงไมไดอยูในรูป y = f(x) เชนเสนโคง 

2 23 8 2 3 0x xy y+ + − =

ในกรณีนี้เราจะหา         ไดลําบาก แตเราสามารถคํานวณหา         ทางออมไดดังนี้

1. จัดสมการใหอยูในรูป f(x,y)=0

dy
dx

dy
dx

2. ทําการ Differentiate f(x,y) เทียบกับ x ได   df
dx

3. ทําการ Differentiate f(x,y) เทียบกับ y ได   
df
dy

4. แทนผลที่ไดในขอ 2 และ 3 ในสมการ

0df df dy
dx dy dx

+ ⋅ = เราจะได 1dy df
dfdx dx
dy

= − ⋅
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Tangent and Normal

2 23 8 2 3 0x xy y+ + − =

6 8df x y
dx

= +

ตัวอยาง จงหา Tangent vector ที่สัมผัสเสนโคง
ที่จุด (1,0)

วิธีทํา
1. หา f(x,y) ได 2 2( , ) 3 8 2 3 0f x y x xy y= + + − =

2. 

3.

8 4df x y
dy

= +

4.

1 6 8
8 4

dy df x y
dfdx dx x y
dy

− −
= − ⋅ =

+

ที่จุด (1,0)

ได 6
8

dy
dx

−
=

ดังนั้นเราจะได Tangent vector เปน
8 6T i j= −

uv r r
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Dot Product (Scalar Product)
นิยาม

1 1 2 2U V u v u v⋅ = +
uv uv

Dot product เปน operation ระหวาง vector กับ vector ที่ไดผลเปน
Scalar เราสามารถใชหามุมระหวาง vector สองตัวไดดังนี้

cosU V θ=
uv uv

1cos U V
U V

θ − ⋅
=

uv uv

uv uv

1 2,V v v=
uv

1 2,U u u=
uv

ให และ

จะไดวา

โดย θ คือมมุระหวาง     และ V
uv

U
uv
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Proof of Dot Product

cosU V U V θ⋅ =
ur ur uv uv

θ

V
uv

U
uv

W U V= −
ur uruuv

จาก Cosine law
2 2 2

2 cosW U V U V θ= + −
uur ur ur ur ur

ได 2 2 2
2 cosU V U V Wθ = + −
ur ur ur ur uur

1 2,V v v=
uv

1 2,U u u=
uv

ให
ได 2 2 2

1 2U u u= +
uv

และ
2 2 2

1 2V v v= +
uv

( ) ( )
( )

2 2 2
1 1 2 2

2 2 2 2
1 1 2 2 1 1 2 2      2

W u v u v

u v u v u v u v

= − + −

= + + + − +

uuv

Eq. 1

แทนคาลงใน Eq. 1 ได
( )

( )

2 2 2 2 2 2 2 2
1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2

1 1 2 2

2 cos 2

                   2

U V u v u v u v u v u v u v

u v u v

θ = + + + − − − − + +

= +

ur ur

จะได

ดูที่มาหนาถัดไป
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, ,a U b V c W= = =
ur ur v 2 2 2

2 cosU V W U V θ+ = +
ur ur uur ur urจะได

ทีม่าของสมการ 
2 2 2

2 cosU V W U V θ+ = +
ur ur uur ur ur
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Properties of Dot Product

U V V U⋅ = ⋅
uv uv uv uv

( )cU V U cV c V U⋅ = ⋅ = ⋅
uv uv uv uv uv uv

( )U V W U V U W⋅ + = ⋅ + ⋅
uv uv uuv uv uv uv uuv

2
U U U⋅ =
uv uv uv

0 0U ⋅ =
uv v v

1.

2.

3.

4.

5.
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0U V⋅ =
uv uv

ถา            ตั้งฉากกับ          จะไดV
uv

U
uv

Applications of Dot Product

ประโยชนของ Dot product
1. ใชหามุมระหวาง Vector 2 ตัว
2. ใชตรวจสอบวา Vector 2 ตัวตั้งฉากกันหรือไม

3. ใชตรวจสอบวา Vector 2 ตัวขนานกันหรือไม

U V U V⋅ =
uruv uv uv

ถา       มีทิศเดียวกับ          จะไดV
uv

U
uv

U V U V⋅ = −
uruv uv uv

ถา        มีทิศตรงขามกับ          จะไดV
uv

U
uv

เราจะเรียก Vector ที่ตั้งฉากกันวาเปน Orthogonal กัน
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Work
ในทางฟสิกส งานมีนิยามวา

Work cosF D F Dθ= ⋅ =
r r r r

โดย F
r

คือแรงกระทํา  และ         คอืระยะขจัดที่เคลื่อนที่ไดD
r

ถาให  P เปนจุดเริ่มตนของการเคลื่อนวัตถุ และ Q เปนจุดสุดทาย เราจะได

Work F D F PQ= ⋅ = ⋅
uuurr r r

ตัวอยาง จงหางานที่เกิดจากแรง              ทาํใหวัตถุเคลื่อนที่เปนเสนตรงจากจุด 
(0,0) ไปยัง (1,1)

5F i=
r r

วิธีทํา
2 1 2 1( ) ( )PQ x x i y y j= − + − =

uuur r r

Work F PQ= ⋅ =
uuurr

i j+
r r

( )Work 5i i j= ⋅ + = 5
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Applications of Dot Product
ตัวอยาง จงแสดงใหเห็นวา                          ขนานกับเสนตรง                           

2 2
a bV i j= +

uv r r bx ay c− =

วิธีทํา 1. หา Tangent vector ของเสนตรง bx ay c− =

จัดรูปสมการใหม
b cy x
a a

= − ได
dy b
dx a

=

จะได Tangent vector เปน T ai bj= +
uv r r

2. คํานวณ
2 2

a a b bV T ⋅ ⋅
⋅ = +

uv uv

( )
2 2

2 2 2 21
4 4 2
a bV T a b a b= + ⋅ + = +

uv uv

จะเห็นวา V T V T⋅ =
uruv uv uv

ดังนั้น bx ay c− =ขนานกบัV
uv
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Vector Projection

Projection of        onto     หมายถึงสวนประกอบของ   
ในทิศทางเดียวกับ 

( )Proj cosV

V U VU U V
V VV

θ
⎛ ⎞⋅

= = ⎜ ⎟⋅⎝ ⎠
uv

uv uv uv
uv uv uv

uv uvuv

(ภาพจากหนงัสือ Thomas’ Calculus)

Proj V Uuv
uv

U
uv

V
uv

U
uv

V
uv

หมายเหตุ
Proj V Uuv

uv
ยังคงเปน

ปริมาณ Vector
θ
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Vector Projection

ถามุมระหวาง    กับ     นอยกวา 
90 องศา จะไดวา

U
uv

V
uv

Proj V Uuv
uv

มีทิศเดียวกับ V
uv

ถามุมระหวาง    กับ     มากกวา 
90 องศา จะไดวา

U
uv

V
uv

Proj V Uuv
uv

มีทิศตรงขามกับ V
uv

θ

θ

30

Vector Projection

( )  Proj Proj V VU U U U= + −uv uv
uv uv uv uv

สวนประกอบของ     
ที่ขนานกับ

สวนประกอบของ     
ที่ตั้งฉากกับ

U
uv

U
uv

V
uv U

uv

V
uv

(ภาพจากหนงัสือ Thomas’ Calculus)

เราสามารถแบง       ออกเปน 2 สวนประกอบ

31

Vector Projection

การแบง Vector ออกเปน 2 สวนคือสวนประกอบในแนวขนานและสวน
ประกอบในแนวตั้งฉากมีความสําคัญมากวิชาฟสิกส, กลศาสตร และโครงสราง 
ตัวอยางเชน โจทยปญหาเรื่องการเคลื่อนที่ เรานิยมแตกแรงออกเปน 2 แรงคือ
แรงในแนวขนานและแรงในแนวตั้งฉากกับการเคลื่อนที่ จะทําใหการวิเคราะห
งายขึ้น

V
uv

F
uv

แรงในทิศเดียวกับการเคลือ่นที ่จะผลัก
ใหวัตถุเคลือ่นไปขางหนา

 ขนานกับทิศทางการเคลือ่นที่
แรงในทิศตั้งฉากกับการ
เคลื่อนที่จะทําใหวัตถุเลี้ยว
เปนวง

การแยกแรงเชนนี้ แรงทั้งสองสวนนี้จะสงผลตอวัตถุคนละแบบ และไมรบกวนกนั
ทําใหเราสามารถแบงการวิเคราะหออกเปน 2 สวนได 32
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Content

เนื้อหาในบทนี้
Cartesian Coordinate, vector และ operations ในสามมิติ, เสนตรงและระนาบในสามมิติ,
พื้นผิวสามมิติ, vector-valued functions และ curve สามมิติ, ความยาวของ curve และ 
unit vector ที่สัมผัสกับ curve  

คําวา Space (แปลตรงตัววา อวกาศ) ในทางคณิตศาสตรไมไดหมายถึงที่ๆ ไมมี
อากาศ แตหมายถึง ที่ที่บรรจุระบบของเราเอาไว เชนตัวเราเองก็อยูใน Three
Dimensional Space คอืเราอยูในระบบสามมิติที่มีทั้งความกวาง ความยาวและความสูง 

(ความจริง Space ที่เราอยูมีมากกวาสามมิติ เชนทฤษฎีสัมพัทธภาพไดนับเอาเวลา
เปนอีกมิติหนึ่ง และอาจจะมีมิติมากกวานี้ที่เหนือการรับรูของเราแตเนื้อหาของเราใน
วิชานี้ใชแค Space สามมิติก็เพียงพอ)

34

Cartesian Coordinate
การบอกตําแหนงใน 3 มิติ เรานิยมใช Cartesian Coordinate ซึ่งประกอบ
ดวยเลข 3 ตัว (x,y,z) ซึ่งแทนระยะทางตามแนวแกน X, Y และ Z ตามลําดับ
วัดเทียบกับจุด Origin (0,0,0) 

แกน X แกน Y และแกน Z จัดเรียงตามระบบมือขวา (Right Hand System)
ดังรูป กลาวคอื ถานิ้วมอืขวาทั้ง 4 กวาดจากแกน X ไปยังแกน Y แลว นิ้วหัวแมมอืจะชี้
ไปทางแกน Z

X

Y

Z
P(x,y,z)

(0,0,0)

x
y

z

X

Y

Z

35

Cartesian Coordinate
Cartesian Coordinate มีชื่อเรียกอีกชื่อวา Rectangular Coordinate
เนื่องจากวา แกน X, Y, Z ตั้งฉากกันดังนั้นจุด (x,y,z) ก็คือจุดยอดของกลอง

(0, ,0)

36

เมื่อเราใชแกน XYZ เปนแกนอางอิง (Reference frame) เราสามารถแบง
Space โดยใชระนาบ x=0, ระนาบ y=0 และระนาบ z=0 ออกเปน 8 สวนเทาๆกัน
เรียกวา Octant สวนที่ x เปน +, y เปน +, z เปน + เรียกวา First Octant

อัฐภาค (Octants)
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Cylinder ใน 3 มิติเราสามารถสรางพื้นผิวของทรงกระบอก
ที่มีแกน Z เปนแกนกลางไดจากสมการ

2 2 2x y R+ =

(ภาพจากหนงัสือ Thomas’ Calculus)

โดย R คอืรัศมขีองทรงกระบอก

สมการนี้ออกมาเปนพื้นผิวทรง
กระบอกไดเพราะวา คา z ไมได
ถูกระบุไวในสมการ แปลวา z 
จะเปนอะไรก็ได ดังนั้นที่ความสูง
z = คาคงที่ใดๆ เราก็จะได
วงกลม 1 เสมอ เมื่อนําวงกลมที่
ทุกๆคา z มาตอกันก็จะไดผิว
ทรงกระบอกออกมา

39

Component Form of a Vector in Space

เราสามารถอธิบาย vector ใน Space 3 มิติไดหลายรูปแบบ เชน
แบบ Component Form

X

Y

Z

V
uv

1 2 3, ,V v v v=
uv

1v
2v

3v

v1, v2, v3 คือสวนประกอบของ         
ในแนวแกน X,Y, Z ตามลําดับ

V
uv

40

Standard Unit Vectors For 3D Space

X

Y

Z

V
uv

i
v j

vk
v

เราสามารถอธิบาย vector โดยใช standard unit vector ดังนี้

1 2 3V v i v j v k= + +
uv v v v

โดย                      คอื standard
Unit vectors ตามแนวแกน X, Y,
Z ตามลําดับ ดังรูป

i
v

j
v

k
v
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Position Vector
เมื่อเราใช vector ในการบอกตําแหนง เราเรียก vector นี้วา Position vector
เชน

, ,x y z=r เปน Position vector ของจุด P(x,y,z)

(ภาพจากหนงัสือ Thomas’ Calculus)
42

Directed Line Segment

1 2 2 1 2 1 2 1( ) ( ) ( )PP x x i y y j z z k= − + − + −
uuuuv v v v

(ภาพจากหนงัสือ Thomas’ Calculus)

43

Magnitude of Vectors

2 2 2
1 2 3V v v v= + +

uv

ขนาดของ vector สามารถคํานวณไดจากสูตร

(ภาพจากหนงัสือ Thomas’ Calculus)
44

Unit Vector

ใชในการบอกทิศทางของ vector โดยขนาดของ unit vector จะเปน 1 เสมอ

1 2 3
2 2 2
1 2 3

v i v j v kV
V v v v

+ +
=

+ +

v v vuv

uv

เราสามารถเขียน vector      ในรูปของ “ขนาดและทิศทาง” ไดดังนี้

VV V
V

⎛ ⎞
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎝ ⎠

uv
uv uv

uv

ขนาดของ ทิศทางของ

V
uv

V
uv

V
uv
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Dot Product
นิยาม

1 1 2 2 3 3U V u v u v u v⋅ = + +
uv uv

เปน operation ระหวาง vector กับ vector ที่ไดผลเปน Scalar
สามารถใชหามุมระหวาง vector สองตัวได

cosU V θ=
uv uv

1cos U V
U V

θ − ⋅
=

uv uv

uv uv

V
uv

U
uv

0U V⋅ =
uv uv

ถา            ตั้งฉากกับ          จะได

46

Properties of Dot Product

U V V U⋅ = ⋅
uv uv uv uv

( )cU V V cU c V U⋅ = ⋅ = ⋅
uv uv uv uv uv uv

( )U V W U V U W⋅ + = ⋅ + ⋅
uv uv uuv uv uv uv uuv

2
U U U⋅ =
uv uv uv

0 0U ⋅ =
uv v

1.

2.

3.

4.

5.

47

Vector Projection

Projection of        onto     หมายถึงสวนประกอบของ   
ในทิศทางเดียวกับ 

Proj V

V V U VU U V
V VV V

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⋅⎜ ⎟= ⋅ = ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⋅⎝ ⎠⎝ ⎠
uv

uv uv uv uv
uv uv uv

uv uvuv uv

(ภาพจากหนงัสือ Thomas’ Calculus)
Proj V Uuv

uv

U
uv

V
uv

U
uv

V
uv

48

Vector Project

( )  Proj Proj V VU U U U= + −uv uv
uv uv uv uv

สวนประกอบของ     
ที่ขนานกับ

สวนประกอบของ     
ที่ตั้งฉากกับ

U
uv

U
uv

V
uv U

uv

V
uv

(ภาพจากหนงัสือ Thomas’ Calculus)

เราสามารถแบง            ออกเปน 2 สวนประกอบ
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Cross Product
นิยาม ( )sinU V U V nθ× =

uv uv uv uv v

เปน Operation ระหวาง         กับ          ที่ใหผลเปน
vector อีกตัวที่ตั้งฉากกับทั้ง        และ

U
uv

V
uv

U
uv

V
uv

(นับตามตามกฎมือขวา)

(ภาพจากหนงัสือ Thomas’ Calculus)
50

ขนาดของ                                                       เทากับพื้นที่สี่เหลี่ยมดาน
(Parallelogram) ที่มีดานประกอบเปน         และ

Cross Product

sinU V U V θ× =
uv uv uv uv

U
uv

V
uv

(ภาพจากหนงัสือ Thomas’ Calculus)

51

Properties of Cross Product

U V V U× = − ×
uv uv uv uv

1.

(ภาพจากหนงัสือ Thomas’ Calculus)
52

Properties of Cross Product

( )( )rU sV rs U V× = ×
uv uv uv uv

( )U V W U V U W× + = × + ×
uv uv uuv uv uv uv uuv

0 0 0U U× = × =
uv v v uv v

2.

3.

4.

5.

( )V W U V U W U+ × = × + ×
uv uuv uv uv uv uuv uv
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Cross Products of Standard Unit Vectors

i j k× =
v v v

j k i× =
v v v

k i j× =
v v v

j i k× = −
v v v

k j i× = −
v v v

i k j× = −
v v v

i
v j

vk
v

i
v j

v

k
v

i
v j

v

k
v

-

--
ลบ

บวก

0i i× =
v v v

0j j× =
v v v

0k k× =
v v v

54

Determinant Formula for Cross Product

1 2 3

1 2 3

i j k
U V u u u

v v v
× =

v v v

uv uv

1 2 3 1 2

1 2 3 1 2

  
i j k i j
u u u u u
v v v v v

=

v v v v v

2 3u v i
v

3 1u v j+
v

1 2u v k+
v

2 1u v k−
v

3 2u v i−
v

1 3u v j−
v

( ) ( ) ( )2 3 3 2 3 1 1 3 1 2 2 1u v u v i u v u v j u v u v k= − + − + −
v v v

55

Determinant Formula for Cross Product

1 2 3

1 2 3

i j k
U V u u u

v v v
× =

v v v

uv uv

( ) ( ) ( )2 3 3 2 1 3 3 1 1 2 2 1u v u v i u v u v j u v u v k= − − − + −
v v v

2 3 1 3 1 2

2 3 1 3 1 2

u u u u u u
i j k

v v v v v v
= − +

( ) ( ) ( )2 3 3 2 3 1 1 3 1 2 2 1u v u v i u v u v j u v u v k= − + − + −
v v v

หรือ

56
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Application of Cross Product: Torque

Torque ในทางกลศาสตรหมายถึงแรงกระทําที่ทําใหเกิดการหมุน คํานวณไดจาก

Torque r F= ×
v uv

(ภาพจากหนงัสือ Thomas’ Calculus)
58

Box Product (Triple Scalar Product ผลคูณเชิงสเกลารของสามเวกเตอร)
นิยาม Box product ระหวาง                   (เรียงตามลําดับ) คํานวณจาก

( ) cosU V W U V W θ= × ⋅ = ×
uv uv uuv uv uv uuv

U
uv

V
uv

W
uuv

มีคาเทากับปริมาตรของ parallel piped ดังรปู

(ภาพจากหนงัสือ Thomas’ Calculus)

59

Formula for Box Product 

( )
1 2 3

1 2 3

1 2 3

u u u
U V W v v v

w w w
× ⋅ =

uv uv uuv

Box product สามารถคํานวณไดโดยใชสูตร Determinant ดังนี้

คุณสมบัติของ Box product

( ) ( ) ( )1.  U V W V W U W U V× ⋅ = × ⋅ = × ⋅
uv uv uuv uv uuv uv uuv uv uv

( ) ( )2.  U V W U V W× ⋅ = ⋅ ×
uv uv uuv uv uv uuv

60
ซึ่งเราจะเรียนในรายละเอียดมากขึ้นเรื่อง Matrix and determinant ในบทที่ 2 ตอไป

จงหาปริมาตรของกลองที่มีดาน 3 ดาน ที่เกิดจากเวกเตอร = i+2j-k , 
= -2i+3k และ     = 7j-4k

( )
1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 1
2 0 3

0 7 4

u u u
U V W v v v

w w w

−
× ⋅ = = −

−

uv uv uuv

U
v

V
v

W
v

ปริมาตรคือ -23


