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1. ความรูเบื้องตนเกีย่วกับเมตริกซ 
(Introduction to metrix): 

Metrices and metrix operations
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เมตริกซ
เมตรกิซ คอืตาราง ที่ประกอบดวยตัวเลข ที่มีความหมาย สามารถนํามา
คํานวณทางคณิตศาสตรไดงายขึ้น  เมตรกิซนิยมนํามาใชแกสมการเชิงเสน 
และมีการประยุกตการใชเมตรกิซในทางคณิตศาสตรอยางกวางขวาง
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นิยามกับขอกําหนด
เมตรกิซโดยทั่วไปจะมี m แถว และมี n คอลัมม 

เราเรยีกวาเมตรกิซมีขนาดเปน m-by-n หรือ m×n 
สมาชิกของเมตรกิซในแถวที่ i กับคอลัมมที่ j นิยมเขียน
เปน Ai,j หรือ A[i,j] โดยที่ aij , 1 ≤ i ≤ m และ 
1 ≤ j ≤ n
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ตัวอยาง
เมตริกซ A เปนเมตริกซขนาด 4×3. 
สมาชิกแถวที่ 2 คอลัมมที่ 3 หรือ A[2,3] หรือ a(2,3) คือ 7

เมตริกซ R

เปนเมตริกซแถวขนาด 1×9 หรือเวคเตอรแถวที่มีสมาชิก 9 ตวั
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เมตริกซแบบตาง ๆ (Some special matrix)

1. เมตริกซศูนย (Null หรือ (Zero metrix)
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2. เมตริกซแถว (Row metrix)

1x4

3. เมตริกซคอลัมม (Column metrix)

4. เมตริกซจตุรัส (Square matrix)
เมตริกซที่มจีํานวนแถวเทากับจํานวนคอลัมม หรอื m=n

mxn
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5.เมตริกซทะแยงมุม หรอืเมตริกซเฉียง (diagonal matrix)

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

300
020
001

C

ji =เปนเมตรกิซจตรุัสที่มีสมาชิกเฉพาะแถวทะแยงมมุ ( )
นอกนั้นทีไ่มไดอยูบนเสนทะแยงมมุ          จะมคีาเปน 0ji ≠
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6.สเกลารเมตริกซ (Scalar matrix)

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

200
020
002

D

เปนเมตรกิซทะแยงมุมทีส่มาชิกแถวทะแยงมุม มีคา
เทากนั เชน
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เปนเมตรกิซทะแยงมุมทีส่มาชิกแถวทะแยงมุม มีคาเปน 1

7. เมตริกซเอกลักษณ (Identity matrix)

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

100
010
001

3I⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

1
1

2I
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8.เมตริกซสามเหลี่ยม (Triangular matrix)

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

400
310
132

A

เปนเมตรกิซทีส่มาชิกเหนือหรอืใตแถวทะแยงมมุ นอกนั้น
มีคาเปน 0

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

435
011
002

B

Upper triangular matrix
เมตริกซสามเหลี่ยมบน

Lower triangular matrix
เมตริกซสามเหลี่ยมลาง
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9. เมตริกซทรานสโพส (Transpose matrix)

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
=

42
11

A ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=
41
21tA

คือเมตรกิซที่สลับสมาชิกของแถวกับคอลมัม 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
=

351
624

B
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−=

36
52
14

tB
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คุณสมบัติของ Transpose matrix

( ) AA tt =

( ) tt kAkA =

ttt BABA +=+ )(
ttt ABAB =)(

1.

2.

3.

4.

กําหนดให A และ B เปน Matrix  และ k เปนคาคงที่
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10. เมตริกซสมมาตร (Symmetric matrix)

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

−
=

1392
964
245

tA

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

−
=

1392
964
245

A

คือเมตรกิซจตรุสัและมทีรานสโพสเมตรกิซ     เทากับ AtA

 แสดงวา    คือเมตรกิซสมมาตรA
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11. เมตริกซเสมือนสมมาตร (Skew-Symmetric matrix)

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
=

05
50tA

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=
05
50

A

คือเมตรกิซจตรุสัและมทีรานสโพสเมตรกิซ     เทากับ A−tA

 แสดงวา    คือเมตรกิซเสมือนสมมาตรA
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12. เมตริกซลดรูปเปนขั้น (Echelon metrix)

A
18

13. เมตริกซเปนคาบ (Periodic matrix)

AA =2

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
==

00
11

. 2AAA

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

00
11

A

คือเมตรกิซจตรุสัและมทีรานสโพสเมตรกิซ     
เมื่อ         นั่นคือ               เชน

A

AAk =+1

 แสดงวา    คือเมตรกิซเปนคาบ

1=k

ให

จะได
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14. เมตริกซเอกฐาน (Singular matrix)

15. ดรรชนีของเมตริกซ (Index of matrix)

16. เมตริกซยอย (Partitioned matrix)
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คุณสมบัตกิารดําเนินการของเมตริกซ

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

53
2x

A

1. การเทากัน (Equality of matrices)

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

sr
q

B
3

2. การบวกและการลบเมตริกซ (Addition and subtraction)

และ

ถา A =B จะไดวาสมาชิกในตําแหนงเดียวกันจะเทากัน
นั่นคอื x = 3, q = 2, r = 3 และ s = 5 

หนาถัดไป 
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การบวกและการลบเมตริกซ

เมตริกซที่มีขนาดเทากัน (ทั้งจํานวนแถวและจํานวนคอลมัมสามารถ 
บวก ลบกันไดโดยนําคาของสมาชิกมาบวกกันหรือลบกันโดยตรง

[ ] [ ]
nmijnmij baBA

××
±=±

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
=

1142
163

A ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −−
=

9108
750

B

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
=+

20610
813

BA
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คุณสมบัติการบวกลบเมตริกซ

ABBA +=+

CBACBA ++=++ )()(

AA =+ 0
0=− AA

[ ] nmijkakA
×

=

CBCABAC +=+ )(

BA = เมื่อขนาดของ A เทากับขนาดของ B
และสมาชิกทุกตัวเทากัน
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การคูณเมตริกซ

- การคณูเมตริกซดวยปรมิาณสเกลาร
- การคณูเมตริกซดวยเมตริกซ
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การคูณเมตรกิซดวยเมตรกิซ

qnnmqm BAC ××× ×=

∑
=

=
n

k
kjikij bac

1

[ ] 31421 xA =

จํานวนคอลัมมของ A 
ตองเทากับจํานวนแถวของ B

2363
47

50

x

B
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−=

[ ] 21212 xBA =⋅
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คุณสมบัตกิารคูณเมตรกิซ

)()( BCACAB =

nm AIAAI ==
ACABCBA +=+ )(
CABAACB +=+ )(

BAAB ≠
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2. ดีเทอรมิแนนทของเมตริกซ 
Determinants of metrices

27

ดีเทอรมิแนนทของเมตริกซ

- โดยการคูณทะแยง (ในกรณีของเมตริกซขนาดเลก็)
- โดยการกระจายโคแฟกเตอร

ดีเทอรมิแนนทของเมตริกซ det (A) หรือ     มีความสําคัญในการ
คํานวณทางคณิตศาสตร โดยทั่วไปวิธีคํานวณหาดีเทอรมิแนนทมี 2 วิธี

A

28

โดยการคูณทะแยง
ดีเทอรมิแนนทของเมตริกซ det(A) หรือ     มีความสําคัญในการ
คํานวณทางคณิตศาสตร วิธีคํานวณหาดีเทอรมิแนนทมีหลายวิธีดังนี้
1. การหาโดยตรง (ในกรณีของเมตริกซขนาดเล็ก) เชน

A

cbadA
dc
ba

A −=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
= det

เมตริกซขนาด 2x2 (หาดีเทอรมิแนนทไดในกรณีของเมตริกซจตุรัสเทานั้น)

+

-
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เมตริกซขนาด 3x3

33

22

11

333

222

111

ba
ba
ba

cba
cba
cba

A
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

++ +

-- -

123123123

321321321det
bacacbcba

bacacbcbaA
−−−

++=

เมตริกซที่มีขนาดมากกวานี้จะทําแบบนี้ไมได ตองใชวิธีกระจาย cofactor เทานั้น

30

Cofactor Aij หาไดจาก Matrix A ถกูตัดแถวที่ i และ Column ที่ j
ออกไปแลวหาดีเทอรมิแนนทของเมตริกซที่เหลือ (จะมีขนาดเลก็ลง
เสมอ) แลวนํา cofactor มาหาคาดีเทอรมิแนนท

ตัวอยางที่ 1. จงหาคาของ A12 และ  A23

2 1 0
9 4 6
5 3 8

A
⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

การหา Determinant โดยใชวิธีการกระจายโคแฟกเตอร

31

หาคา A12 ตองตัดแถวที่ 1 และ Column ที ่2 ออก จะได 

2 1 0
9 4 6
5 3 8

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

9 6
5 8

คูณขางหนาดวย (-1)(1+2) จะได 

( )(1 2)
12

9 6
1 42

5 8
A += − = −

32

ตัวอยางที่ 1. (ตอ)
หาคา A23 ตองตัดแถวที่ 2 และ Column ที ่3 ออก จะได 

2 1 0
9 4 6
5 3 8

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

2 1
5 3

คูณขางหนาดวย (-1)(2+3) จะได 
( )(2 3)

23

2 1
1 1

5 3
A += − = −

การกระจาย Cofactor เราสามารถเลือกวาจะใชแถวหรือ Column ใดเปนหลักกไ็ด 
แตการคํานวณจะงายขึ้นถาเราเลือกแถวหรือ Column ที่มีสมาชิกเปน 0 อยูมาก
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4 3 1 0
1 2 3 5

0 1 1 2
0 2 3 5

A

⎡ ⎤
⎢ ⎥− −⎢ ⎥=
⎢ ⎥−
⎢ ⎥−⎣ ⎦

ตัวอยางที่ 2. จงหา Determinant ของ Matrix 

ขั้นที่ 1  เลือกแถวหรือ Column ทีจ่ะเปนหลัก ในขอนี้จะเห็นวา Column ที ่1
มีสมาชิกเปนเลข 0 ถึง 2 ตัว ดังนั้นเราควรจะเลือก Column ที่ 1 เปน
หลักในการกระจาย Cofactor

ขั้นที่ 2 เขียนสูตรกระจาย Cofactor ในที่นี้เราใชการกระจายแบบ Column 
เราจะตองทําดังนี้

34

11 21 31 41     a a a a

11 12 13 14

21 22 23 24

31 32 33 34

41 42 43 44

a a a a
a a a a
a a a a
a a a a

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

1. เลือกสมาชิกทุกตัวใน Column ที่ 1 มา  เราจะได 

จากนั้นจึงเขียนสูตร

11 11 21 21 31 31 41 41det( )A a A a A a A a A= + + +

(ในกรณีทีเลอืกแถวที่ 1 เปนหลัก จะไดวา
))det( 1414131312121111 AaAaAaAaA +++=
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31A 41A 11A 21A

คํานวณ Cofactor ตามสูตรโดยไมจําเปนตองคํานวณ ถาคา a ij เปน 0
และ  ดังนั้นไมตองคํานวณ จะเหลือเพียง       และ       ที่ตองคํานวณ

( )1 1
11

2 3 5
1 1 1 2

2 3 5
A +

−
= − −

−
11Aจะเห็นวาในสูตรของ  มีแถวที่ซ้ํากัน 2 แถวดังนั้น 

011 =A
(ดีเทอรมิแนนทของเมตริกซที่มีแถวซ้ํากันมีคาเปน 0)

( ) ( )2 1
21

3 1 0
1 1 1 2 (3)( 1)(5) (1)(2)(2) (0)(1)( 3) (2)( 1)(0) (2)( 3)(3) (1)(1)(5)

2 3 5
     ( 15 4 0 0 18 5) 2

A += − − = − − + + − − − − − −
−

= − − + + + + − = −

31 41det( ) (4)(0) ( 1)( 2) (0)( ) (0)( ) 2A A A= + − − + + =∴
36

คุณสมบัตขิอง ดีเทอรมิแนนท
1. det(At)=det (A) 
2. det(A.B)=det(A).det(B) 
3.  ถาสมาชิกของแถวใดแถวหนึ่ง หรือของคอลัมมใดคอมลมัมหนึ่งเปน0 

จะทําใหดีเทอรมิแนนทเปน 0
4. ถาสลับแถวหรือสลับคอลัมมจะทําใหดีเทอรมิแนนทเปลี่ยน

เครื่องหมาย
5. ถามีแถวเหมอืนกัน 2 แถว หรือคอลมัมเหมอืนกัน 2 คอลัมมจะทําให

เมตริกซนั้นมีดีเทอรมิแนนทเปน 0
6. ถาสมาชิกของแถวใดแถวหนึ่ง หรือของคอลัมมใดคอลมัมหนึง่ถูกคูณ

ดวย k จะทําใหดีเทอรมิแนนทเปน k เทาดวย
7. ถาสมาชิกของแถวใดแถวหนึ่ง หรือของคอลัมมใดคอมลัมมหนึ่งถูกคูณ

ดวย k แลวนําไปบวกหรือลบกับแถวหรือคอลัมมที่สอดคลองกัน จะทํา
ใหดีเทอรมิแนนทไมเปลี่ยนแปลง
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3. เมตริกซผกผัน (Inverse metrices)
- โดยวิธีการหา Adjoint  ของเมตริกซ
- โดยวิธี การแปลงเมตริกซเชิงธาตุอนุมูล (Elementary metrix

transformation) 

38

การหา Inverse โดยหา Adjoint  ของเมตริกซ

A
adjAA
det

1 =−

adjA

t

AAA
AAA
AAA

adjA
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

333231

232221

131211

โดยที่ คือเมตริกซจัตุรัสอันดับ n  ที่มีสมาชิคอยูใน
ตําแหนง (i,j)   

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

333231

232221

131211

aaa
aaa
aaa

Aหรือถา
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 การหา Inverse  โดยวิธี Elementary operation

ใชสําหรับแปลง Matrix ใหอยูในรูปที่งายขึ้น เชนในเรื่องการแปลง Matrix
ใหอยูในรูป Normal form  หรือเรื่องการหา Inverse matrix โดยการแปลง 
[A : I] ใหเปน [I : B]  

Elementary operation มีใหเลือกมากมายหลายอยาง หากเลือก 
Operation ไมเหมาะสมอาจจะเสียเวลาคํานวณมาก การเขาใจในหลักการ
เลือก  Operation  เปนสิ่งสําคัญ จะทําใหไมเสียเวลามากในการคํานวณ

40

การใช Elementary row operation ในการหา Inverse matrix
(หามใช Elementary column operation ในการหา Inverse matrix)

ตัวอยางที่ 3. จงหา Inverse matrix ของ Matrix ตอไปนี้โดยใช 
Elementary row operation

1. ตั้งเปาหมายการแปลง Matrix

5 5 0 10
1 0 4 8
2 3 4 0
0 4 2 10.5

A

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥− −⎣ ⎦

[ ] [ ] )(, AinverseBBIIA =⇒
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เรามี Matrix ตั้งตนคือ

[ ]

5 5 0 10 1 0 0 0
1 0 4 8 0 1 0 0

:   
2 3 4 0 0 0 1 0
0 4 2 10.5 0 0 0 1

A I

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥

− −⎢ ⎥⎣ ⎦

เปาหมายคือเราจะตองใช 
Elementary row operation 
แปลง Matrix ใหเปน 11 12 13 14

21 22 23 24

31 32 33 34

41 42 43 44

1 0 0 0
0 1 0 0

  
0 0 1 0
0 0 0 1

b b b b
b b b b
b b b b
b b b b

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

)(Ainverse
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2. แปลง Matrix [A : I ] ใหเปนตามเปาหมาย
2.1 ทําให a11 เปน 1 ในที่นี้เรามีสามารถทําไดหลายวิธีเชนหารแถวที่ 1 ดวย

a11 หรือ สลับแถว 1 กบั แถว 2 ในที่นี้เราเลือกการหาร แถว 1 ดวย 5 จะได

5 5 0 10 1 0 0 0
1 0 4 8 0 1 0 0

  
2 3 4 0 0 0 1 0
0 4 2 10.5 0 0 0 1

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

− −⎢ ⎥⎣ ⎦

1 1 0 2 0.2 0 0 0
1 0 4 8 0 1 0 0

  
2 3 4 0 0 0 1 0
0 4 2 10.5 0 0 0 1

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

− −⎢ ⎥⎣ ⎦

5/1R
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1 1 0 2 0.2 0 0 0
0 1 4 6 0.2 1 0 0

  
0 1 4 4 0.4 0 1 0
0 4 2 10.5 0 0 0 1

⎡ ⎤
⎢ ⎥− −⎢ ⎥
⎢ ⎥− −
⎢ ⎥

− −⎢ ⎥⎣ ⎦

1 1 0 2 0.2 0 0 0
1 0 4 8 0 1 0 0

  
2 3 4 0 0 0 1 0
0 4 2 10.5 0 0 0 1

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

− −⎢ ⎥⎣ ⎦

12 RR −

13 2RR −

2.2. ทําให a21, a31, และ a41 เปน 0 โดยการ
2.2.1 แถว 2 – (แถว 1)*a21 แลวเก็บไวในแถว 2
2.2.2 แถว 3 – (แถว 1)*a31 แลวเก็บไวในแถว 3
2.2.3 แถว 4 – (แถว 1)*a41 แลวเก็บไวในแถว 4
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2.3 ทําให a22 เปน 1 โดยการหารแถวที่ 2 ดวย a22 ซึ่งเทากับ -1

1 1 0 2 0.2 0 0 0
0 1 4 6 0.2 1 0 0

  
0 1 4 4 0.4 0 1 0
0 4 2 10.5 0 0 0 1

⎡ ⎤
⎢ ⎥− −⎢ ⎥
⎢ ⎥− −
⎢ ⎥

− −⎢ ⎥⎣ ⎦

1 1 0 2 0.2 0 0 0
0 1 4 6 0.2 1 0 0

  
0 1 4 4 0.4 0 1 0
0 4 2 10.5 0 0 0 1

⎡ ⎤
⎢ ⎥− − −⎢ ⎥
⎢ ⎥− −
⎢ ⎥

− −⎢ ⎥⎣ ⎦

2R−
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2.4 ทําให a12, a32, และ a42 เปน 0 โดยการ
2.4.1 แถว 1 – (แถว 2)*a12 แลวเก็บไวในแถว 1
2.4.2 แถว 3 – (แถว 2)*a32 แลวเก็บไวในแถว 3
2.4.3 แถว 4 – (แถว 2)*a42 แลวเก็บไวในแถว 4

1 1 0 2 0.2 0 0 0
0 1 4 6 0.2 1 0 0

  
0 1 4 4 0.4 0 1 0
0 4 2 10.5 0 0 0 1

⎡ ⎤
⎢ ⎥− − −⎢ ⎥
⎢ ⎥− −
⎢ ⎥

− −⎢ ⎥⎣ ⎦

1 0 4 8 0 1 0 0
0 1 4 6 0.2 1 0 0

  
0 0 8 2 0.6 1 1 0
0 0 14 13.5 0.8 4 0 1

⎡ ⎤
⎢ ⎥− − −⎢ ⎥
⎢ ⎥−
⎢ ⎥

−⎢ ⎥⎣ ⎦

21 RR −

23 RR −

24 4RR − 46

2.5 ทําให a33 เปน 1 โดยการหารแถวที่ 3 ดวย a33 ซึ่งเทากับ 8

1 0 4 8 0 1 0 0
0 1 4 6 0.2 1 0 0

  
0 0 8 2 0.6 1 1 0
0 0 14 13.5 0.8 4 0 1

⎡ ⎤
⎢ ⎥− − −⎢ ⎥
⎢ ⎥−
⎢ ⎥

−⎢ ⎥⎣ ⎦

1 0 4 8 0 1 0 0
0 1 4 6 0.2 1 0 0
0 0 1 0.25 0.075 0.125 0.125 0
0 0 14 13.5 0.8 4 0 1

⎡ ⎤
⎢ ⎥− − −⎢ ⎥
⎢ ⎥−
⎢ ⎥

−⎢ ⎥⎣ ⎦

8/3R
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2.6 ทําให a13, a23, และ a43 เปน 0 โดยการ
2.6.1 แถว 1 – (แถว 3)*a13 แลวเก็บไวในแถว 1
2.6.2 แถว 2 – (แถว 3)*a23 แลวเก็บไวในแถว 2
2.6.3 แถว 4 – (แถว 3)*a43 แลวเก็บไวในแถว 4

1 0 0 7 0.3 0.5 0.5 0
0 1 0 5 0.1 0.5 0.5 0
0 0 1 0.25 0.075 0.125 0.125 0
0 0 0 10 0.25 2.25 1.75 1

⎡ − ⎤
⎢ ⎥− − −⎢ ⎥
⎢ ⎥−
⎢ ⎥

−⎢ ⎥⎣ ⎦

1 0 4 8 0 1 0 0
0 1 4 6 0.2 1 0 0
0 0 1 0.25 0.075 0.125 0.125 0
0 0 14 13.5 0.8 4 0 1

⎡ ⎤
⎢ ⎥− − −⎢ ⎥
⎢ ⎥−
⎢ ⎥

−⎢ ⎥⎣ ⎦

31 4RR −

32 4RR +

34 14RR −
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2.7 ทําให a44 เปน 1 โดยการหารแถวที่ 4 ดวย a44 ซึ่งเทากับ 10

1 0 0 7 0.3 0.5 0.5 0
0 1 0 5 0.1 0.5 0.5 0
0 0 1 0.25 0.075 0.125 0.125 0
0 0 0 10 0.25 2.25 1.75 1

⎡ − ⎤
⎢ ⎥− − −⎢ ⎥
⎢ ⎥−
⎢ ⎥

−⎢ ⎥⎣ ⎦

10/4R

1 0 0 7 0.3 0.5 0.5 0
0 1 0 5 0.1 0.5 0.5 0
0 0 1 0.25 0.075 0.125 0.125 0
0 0 0 1 0.025 0.225 0.175 0.1

⎡ − ⎤
⎢ ⎥− − −⎢ ⎥
⎢ ⎥−
⎢ ⎥

−⎢ ⎥⎣ ⎦
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2.8 ทําให a14, a24, และ a34 เปน 0 โดยการ
2.8.1 แถว 1 – (แถว 4)*a14 แลวเก็บไวในแถว 1
2.8.2 แถว 2 – (แถว 4)*a24 แลวเก็บไวในแถว 2
2.8.3 แถว 3 – (แถว 4)*a34 แลวเก็บไวในแถว 3

1 0 0 7 0.3 0.5 0.5 0
0 1 0 5 0.1 0.5 0.5 0
0 0 1 0.25 0.075 0.125 0.125 0
0 0 0 1 0.025 0.225 0.175 0.1

⎡ − ⎤
⎢ ⎥− − −⎢ ⎥
⎢ ⎥−
⎢ ⎥

−⎢ ⎥⎣ ⎦

41 7RR −
42 5RR +

43 25.0 RR −

1 0 0 0 0.125 1.075 0.725 0.7
0 1 0 0 0.025 0.625 0.375 0.5
0 0 1 0 0.08125 0.06875 0.16875 0.025
0 0 0 1 0.025 0.225 0.175 0.1

⎡ − − ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥− −
⎢ ⎥

−⎢ ⎥⎣ ⎦ 50

1

0.125 1.075 0.725 0.7
0.025 0.625 0.375 0.5
0.08125 0.06875 0.16875 0.025
0.025 0.225 0.175 0.1

A−

− −⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥=
⎢ ⎥− −
⎢ ⎥−⎣ ⎦

ไดคําตอบเปน

ทดสอบคําตอบโดย IAA =⋅ −1

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−−

−
−−

⋅

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−− 1000
0100
0010
0001

1.0175.0225.0025.0
025.016875.006875.008125.0
5.0375.0625.0025.0
7.0725.0075.1125.0

5.10240
0432
8401

10055

หรือไม

ถูกตอง

(จะเห็นวาเสียเวลาในการคํานวณมากถาทําดวยมือ)
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การใช Elementary operation ในการแปลง Matrix ใหอยูในรูป Normal 
form

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
00
0nI [ ]0nI

เราสามารถใช Row operation หรือ Column operation ก็ได โดยมีเปาหมาย
คือตองการให Matrix อยูในรูปของ

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
0
nIหรือ หรือ

โดย 0 หมายถึง Zero matrix 
52

การวางแผนการเลือกใช Operation ตางๆ จะคลายกับของการหา Inverse matrix 
ในตัวอยางกอน คือเราจะตองรูวาตําแหนงใดที่ควรจะเปนเลข 1 และตําแหนงใด
ควรจะเปนเลข 0 จากนั้นจึงเลือก Operation ที่ตองการ

ประโยชนของการทํา Normal form คือใชในการตรวจสอบหา Rank ของเมตริกซ
Rank ของ Matrix A คือขนาดของ Matrix ยอยของ A ที่โตที่สุดที่ Determinant 
มีคาไมเปน 0

เราสามารถหาคา Rank ไดจากการสุมหา Determinant ที่ไมเปน 0 ของเมตริกซยอย
 ของ A หรือการดูจาก Normal form ของ A แตดูจาก Normal form จะดีกวา 
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วิธีการหา Rank จาก Normal form ของเมตริกซ A

1. แปลง A ใหอยูในรูป Normal form โดยใช Elementary row operation
 และ Elementary column operation

2. ขนาดของ Matrix I ที่อยูใน Normal form ของ A จะเปน  Rank ของ A
เนื่องจาก Normal form ของ A สมมูลกับ A จะมี Rank เปนตัวเดียวกัน 

ตัวอยางที่ 4. จงหา Rank ของ Matrix A ตอไปนี้

7 2 1 2
0 2 6 3
2 3 4 0
0 4 2 10.5

A

− −⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥− −⎣ ⎦
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วิธีทํา 1. ตั้งเปาหมายกอนวาจะแปลง Matrix ใหอยูในรูปใด ในทีน่ี้เราตองการ
Matrix เปาหมายเปน Normal form ซึ่งอาจเปนไดหลายแบบเชน

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

หรือ หรือ หรือ

Rank=4 Rank=3 Rank=2 Rank=1

55

2. ทํา Elementary row หรือ column operation เพื่อใหได Normal form
(ในที่นี้การทํา Normal form สามารถใชทั้ง row หรือ column operation ก็ได 
ไมเหมือนกับการหา inverse matrix หรือการหาคําตอบของสมการ
ที่เราจะตองใช Row operation เพียงอยางเดียวเทานั้น)

2.1 ทําให a11 เปน 1 โดย สลับแถว 1 กับแถว 3 (เพราะวา เลข 7 หารลําบาก)

7 2 1 2
0 2 6 3
2 3 4 0
0 4 2 10.5

− −⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥− −⎣ ⎦

2 3 4 0
0 2 6 3
7 2 1 2
0 4 2 10.5

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥− −
⎢ ⎥− −⎣ ⎦

เราตองการหา rank การเปลี่ยนแปลงของดีเทอรมิแนนทไมจําเปนตองสนใจ
56

2.1.1 หารแถว 1 ดวย a11

2 3 4 0
0 2 6 3
7 2 1 2
0 4 2 10.5

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥− −
⎢ ⎥− −⎣ ⎦

1 1.5 2 0
0 2 6 3
7 2 1 2
0 4 2 10.5

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥− −
⎢ ⎥− −⎣ ⎦

2/1R

2.2 ทําให a21, a31, และ a41 เปน 0 (a21, และ a41 เปน อยูแลว)
1 1.5 2 0
0 2 6 3
7 2 1 2
0 4 2 10.5

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥− −
⎢ ⎥− −⎣ ⎦

1 1.5 2 0
0 2 6 3
0 12.5 13 2
0 4 2 10.5

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥− − −
⎢ ⎥− −⎣ ⎦

13 7RR −
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2.3 ทําให a22 เปน 1 โดยการหารแถว 2 ดวย a22

1 1.5 2 0
0 2 6 3
0 12.5 13 2
0 4 2 10.5

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥− − −
⎢ ⎥− −⎣ ⎦

2/2R
1 1.5 2 0
0 1 3 1.5
0 12.5 13 2
0 4 2 10.5

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥− − −
⎢ ⎥− −⎣ ⎦

2.4 ทําให a12, a32, และ a42 เปน 0
1 1.5 2 0
0 1 3 1.5
0 12.5 13 2
0 4 2 10.5

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥− − −
⎢ ⎥− −⎣ ⎦

1 0 2.5 9 / 4
0 1 3 1.5
0 0 24.5 67 / 4
0 0 14 33/ 2

− −⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥− −⎣ ⎦

21 5.1 RR −

23 5.12 RR +

24 4RR −
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2.5 ทําให a33 เปน 1 โดยการหารแถว 3 ดวย a33

1 0 2.5 9 / 4
0 1 3 1.5
0 0 1 67 / 98
0 0 14 33/ 2

− −⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥− −⎣ ⎦

1 0 2.5 9 / 4
0 1 3 1.5
0 0 24.5 67 / 4
0 0 14 33/ 2

− −⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥− −⎣ ⎦

5.24/3R

2.6 ทําให a13, a23, และ a43 เปน 0

1 0 0 53/ 98
0 1 0 27 / 49
0 0 1 67 / 98
0 0 0 97 /14

−⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

1 0 2.5 9 / 4
0 1 3 1.5
0 0 1 67 / 98
0 0 14 33/ 2

− −⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥− −⎣ ⎦

31 5.2 RR +

32 3RR −

34 14RR +
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หมายเหตุ ในขอนี้เราจะหยุดทําตั้งแต 2.6 ก็ไดเพราะวาเราได Upper triangular 
matrix แลว ซึ่ง Determinant ของ Upper triangular matrix หาไดจากการคูณสมาชิก
ในแนวทะแยงทั้งหมด ในขอนี้จะเห็นวา Determinant ของ Upper triangular matrix
 ในขอนี้ไมเทากับ 0 ดังนั้น Rank ของ Upper triangular matrix ตัวนี้จึงเปน  4 
และเนื่องจาก matrix นี้สมมูลกบั A ดังนั้น A จึงมี Rank เทากับ 4 ดวย 

2.7 ทําให a44 เปน 1 โดยการหารแถวที่ 4 ดวย a44

1 0 0 53/ 98
0 1 0 27 / 49
0 0 1 67 / 98
0 0 0 1

−⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

1 0 0 53/ 98
0 1 0 27 / 49
0 0 1 67 / 98
0 0 0 97 /14

−⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

14
97/4R
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2.8 ทําให a14, a24, และ a34 เปน 0

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

1 0 0 53/ 98
0 1 0 27 / 49
0 0 1 67 / 98
0 0 0 1

−⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

498
53

1 RR +

449
27

2 RR +

498
67

3 RR −

ในขอนี้เราได Normal form ของ A เปน I4 ดงันั้น A มี Rank เทากบั 4
หมายเหตุ เราสามารถหา Rank ไดจากจํานวนแถวหรือ Column ที่ไมเปน 0

 ของ matrix Normal form
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4. ระบบสมการเชิงเสน (System of linear equations)

62

การหาคําตอบของระบบสมการเชิงเสนดวยเมตริกซ 

วิธีการหาคําตอบของระบบสมการเชิงเสนมี 3 วิธีคือ
1 ใช Inverse matrix เหมาะกับระบบที่มีสมการจํานวนไมมาก (2-3 สมการ)
2 ใช Cramer’s rule เหมาะกับระบบที่มีสมการจํานวนไมมาก
3 ใชวิธีการของ Gauss-Elimination ซึ่งเหมาะกับระบบที่มีสมการจํานวนมาก
ตัวอยางที่  5. จงหาคําตอบของระบบสมการโดยใช Cramer’s rule

3 0
4 0

5

x y z
y z
x y z

+ − =
− =
− − =
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วิธีทํา 1. เขียนโจทยใหอยูในรูป Matrix

1 1 3 0
0 1 4 0
1 1 1 5

x
y
z

−⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− −⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

เมตริกซของ
สัมประสิทธิ์

เว็คเตอรทราบ
คา

เว็คเตอรไม
ทราบคา
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2. หา Determinant ของ A

1 1 3
det( ) 0 1 4 6

1 1 1
A

−
= − = −

− −

3. หาคา x โดย
0 1 3
0 1 4
5 1 1 5

det( ) 6
x

A

−
−

− −
= =

เว็คเตอรทราบคา
แทน สปส ของ x
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4. หาคา y โดย เว็คเตอรทราบคา
แทน สปส ของ y

1 0 3
0 0 4
1 5 1 10

det( ) 3
y

A

−
−
−

= = −

5. หาคา z โดย เว็คเตอรทราบคา
แทน สปส ของ z1 1 0

0 1 0
1 1 5 5

det( ) 6
z

A
−

= = −

จะเห็นวิธีของ Crammer rule ตองหาดีเทอรมิแนนทหลายครั้ง จงไมเหมาะกับ
ระบบสมการเชิงเสนที่มีหลายตัวแปร (มากกวา 3) 66

ตัวอยางที่ 6 จงหาคําตอบของระบบสมการ โดยวิธีการของ Gauss-Elimination

2 2 3 8
2 3 4 7

4 2 11
4 5 2 4 28

x y z w
x y z w
x y z w
x y z w

+ − + =
− − + = −

− + − + =
+ − + =

วิธีทํา 1. เขียนโจทยใหอยูในรูป Matrix

1 2 2 3 8
2 3 4 1 7
1 4 1 2 11

4 5 2 4 28

x
y
z
w

−⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− − −⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥=
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− −
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
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2. สราง Augmented matrix โดยนําเมตริกซสัมประสิทธิมาตอกับเว็คเตอรที่ทราบคา

1 2 2 3 8
2 3 4 1 7
1 4 1 2 11

4 5 2 4 28

⎡ − ⎤
⎢ ⎥− − −⎢ ⎥
⎢ ⎥− −
⎢ ⎥

−⎢ ⎥⎣ ⎦

3. ตั้งเปาหมายของการแปลง Matrix ใหอยูในรูป
1 ... ... ... ...
0 1 ... ... ...
0 0 1 ... ...
0 0 0 1 ...

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦
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4. ทํา Elementary row operation เพื่อแปลงใหAugmented matrix กลายเปน Matrix 
เปาหมาย(จะตองใช Row operation เทานั้น หามใช Column operation)

4.1 ทําให a11 เปน 1 โดยการหารแถว 1 ดวย a11 (ในที่นี้ไมตองทําเพราะ a11
เปน 1 อยูแลว)
4.2 ทําให a21, a31, และ a41 เปน 0 โดย

1 2 2 3 8
0 7 0 5 23
0 6 3 5 19
0 3 6 8 4

⎡ − ⎤
⎢ ⎥− − −⎢ ⎥
⎢ ⎥−
⎢ ⎥

− − −⎢ ⎥⎣ ⎦

1 2 2 3 8
2 3 4 1 7
1 4 1 2 11

4 5 2 4 28

⎡ − ⎤
⎢ ⎥− − −⎢ ⎥
⎢ ⎥− −
⎢ ⎥

−⎢ ⎥⎣ ⎦

12 2RR −

13 RR +

14 4RR −



69

4.3 ทําให a22 เปน 1 โดยการหารแถว 2 ดวย a22

1 2 2 3 8
0 1 0 5 / 7 23/ 7
0 6 3 5 19
0 3 6 8 4

⎡ − ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥−
⎢ ⎥

− − −⎢ ⎥⎣ ⎦

1 2 2 3 8
0 7 0 5 23
0 6 3 5 19
0 3 6 8 4

⎡ − ⎤
⎢ ⎥− − −⎢ ⎥
⎢ ⎥−
⎢ ⎥

− − −⎢ ⎥⎣ ⎦

7/2 −R

4.4 ทําให a32, a42 เปน 0 โดยการ

1 2 2 3 8
0 1 0 5 / 7 23/ 7
0 6 3 5 19
0 3 6 8 4

⎡ − ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥−
⎢ ⎥

− − −⎢ ⎥⎣ ⎦

1 2 2 3 8
0 1 0 5 / 7 23/ 7
0 0 3 5 / 7 5 / 7
0 0 6 41/ 7 41/ 7

⎡ − ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥− −
⎢ ⎥

−⎢ ⎥⎣ ⎦

23 6RR −

24 3RR +
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4.5 ทําให a33 เปน 1 โดยการหารแถว 3 ดวย a33

1 2 2 3 8
0 1 0 5 / 7 23/ 7
0 0 3 5 / 7 5 / 7
0 0 6 41/ 7 41/ 7

⎡ − ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥− −
⎢ ⎥

−⎢ ⎥⎣ ⎦

3/3 −R

1 2 2 3 8
0 1 0 5 / 7 23/ 7
0 0 1 5 / 21 5 / 21
0 0 6 41/ 7 41/ 7

⎡ − ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥−
⎢ ⎥

−⎢ ⎥⎣ ⎦

4.6 ทําใหa43 เปน 0 โดยการ 

1 2 2 3 8
0 1 0 5 / 7 23/ 7
0 0 1 5 / 21 5 / 21
0 0 6 41/ 7 41/ 7

⎡ − ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥−
⎢ ⎥

−⎢ ⎥⎣ ⎦

1 2 2 3 8
0 1 0 5 / 7 23/ 7
0 0 1 5 / 21 5 / 21
0 0 0 31/ 7 31/ 7

⎡ − ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥−
⎢ ⎥

−⎢ ⎥⎣ ⎦34 6RR −

71

5. คํานวณคําตอบจาก Matrix ที่ไดโดยวิธีแทนคากลับ (Back substitution)
5.1 จากสมการที่ 4 เราจะได w = -1
5.2 จากสมการที่ 3 เราจะได 

5 5
21 21

z w− = z = 0 
5.3 จากสมการที่ 2 เราจะได 

5 23
7 7

y w+ = y = 4 
5.4 จากสมการที่ 1 เราจะได 

2 2 3 8x y z w+ − + = x = 3 

ดังนั้นเราไดคําตอบเปน x = 3, y = 4, z = 0, w = -1


