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บทที่ บทที่ 55
อนพันธอนพันธ (Derivatives)(Derivatives)อนุพนธอนุพนธ (Derivatives)(Derivatives)

Chapter Chapter 55 : Derivatives: Derivatives

The Derivative as a FunctionThe Derivative as a Function
The Derivative as a Rate of ChangeThe Derivative as a Rate of Change
Derivatives of Products, Quotients, and Negative PowerDerivatives of Products, Quotients, and Negative PowerQ gQ g
Derivatives of Trigonometric FunctionsDerivatives of Trigonometric Functions
The Chain RuleThe Chain Rule
Implicit DifferentiationImplicit Differentiation
Related RatesRelated Rates

อนุพันธเปนฟงกชันอนุพันธเปนฟงกชัน
(The Derivative as a Function)(The Derivative as a Function)

ทีท่ายของบทที่ ทีท่ายของบทที่ 1 1 เรานิยามความชันของโคง  เรานิยามความชันของโคง  y = y = ff (x) (x) 

ที่จุดที่  ที่จุดที่  x = xx = x00เปน เปน     

เราเรียกลมิิตนี้เราเรียกลมิิตนี้((ถามีถามี))วา อนุพนัธของ วา อนุพนัธของ ff   ที่ ที่ xx00
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นิยาม นิยาม ฟงกชันอนุพันธฟงกชันอนุพันธ (Derivative Function)(Derivative Function)

อนุพันธของฟงกชัน อนุพันธของฟงกชัน ff (x) (x) เทียบกับตัวแปร เทียบกับตัวแปร x x 
คือฟงกชัน คือฟงกชัน ff ’(x) ’(x) ซ่ึงมีคาที่ ซ่ึงมีคาที่ x x เปนเปน

โดยทีล่ิมติจะตองหาคาได  โดยทีล่ิมติจะตองหาคาได  ((สัญลักษณอ่ืนทีใ่ชสัญลักษณอ่ืนทีใ่ช
ไดแก ไดแก y’,y’,    ฯลฯฯลฯ))
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ตัวอยางตัวอยาง  ใหให  
(a)(a)    จงหาอนพุันธของ  จงหาอนพุันธของ  ff   สําหรบั  สําหรบั  x > x > 00
(b) (b) จงหาเสนสัมผัส จงหาเสนสัมผัส (tangent line) (tangent line) กบัโคง กบัโคง ff (x) (x) ที่ ที่ x = x = 44

วิธีทําวิธีทํา  (a)(a)  
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เมื่อนําฟงกชันเดิมและอนุพันธของฟงกชันเมื่อนําฟงกชันเดิมและอนุพันธของฟงกชัน
มาเขียนกราฟมาเขียนกราฟ

จะไดวาอนุพนัธของฟงกชนัเดมิก็เปนฟงกชนัดวยจะไดวาอนุพนัธของฟงกชนัเดมิก็เปนฟงกชนัดวย
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((bb) ) จงหาเสนสัมผัส จงหาเสนสัมผัส (tangent line) (tangent line) กับโคง กับโคง ที่ ที่ x = x = 44

วิธีทําวิธีทํา หาเสนสมัผัส จาก หาเสนสมัผัส จาก pointpoint--slope form : slope form : 

y y -- yy11 = m (x = m (x -- xx11) ) : x: x11 = = 44, y, y11 = = ff ((44) ) ==2 2 

และ และ   ที่ ที่     44 จะได จะได     11//44

xy =

1'( )f x =และ และ m =m = ท ท x = x = 44 จะได จะได m = m = 11//44

ดังนั้น แทนคาลงสมการเสนตรง จะไดดังนั้น แทนคาลงสมการเสนตรง จะได

y y –– 2 2 = ¼ (x = ¼ (x –– 44)  )  หรือ หรือ 
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การหาคาอนุพันธ การหาคาอนุพันธ (Differentiation)(Differentiation)

พิสูจน กฎขอที่ พิสูจน กฎขอที่ 22   
จากจาก  ff  (x) = (x) = xxnn และและใชความรูใชความรู
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เมื่อ เมื่อ h h --> > 00  จะมีคาลิมิต จะมีคาลิมิต xxnn--11  อยู อยู n n เทอมเทอม

พิสูจน กฎขอที่ พิสูจน กฎขอที่ 44   

จากจาก  ff  (x) = (x) = uu((xx) + ) + vv((xx))
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ตัวอยางตัวอยาง  การหาเสนสัมผัสในแนวนอนการหาเสนสัมผัสในแนวนอน
จงหาวาโคง  จงหาวาโคง  มีเสนสัมผัสในแนวนอนที่มีเสนสัมผัสในแนวนอนที่
ตําแหนงไหนตําแหนงไหน

วิธีทําวิธีทํา    ความชันของเสนสัมผัสในแนวนอนคือความชันของเสนสัมผัสในแนวนอนคือ

22 24 +−= xxy

0dy
dx

=

        จะไดจะได

กราฟจะมเีสนสัมผัสในแนวนอนที่ กราฟจะมเีสนสัมผัสในแนวนอนที่ x = x = 00, , 11และ และ --1 1 จุดบนจุดบน
โคงคือ โคงคือ ((00, , 11)), , ((11, , 11) ) และ และ ((--11, , 11) ) 

4 2 3 2( 2 2) 4 4 4 ( 1) 0d x x x x x x
dx

− + = − = − =

4 ( 1)( 1) 0x x x− + = 0,1, 1x = −

22 24 +−= xxy

0dy
dx

=

0,1, 1x = −

จุดบนโคงคือ จุดบนโคงคือ ((00, , 11)), , ((11, , 11) ) และ และ ((--11, , 11) ) 

การหาอนุพันธไดในชวงและอนุพันธดานเดียว การหาอนุพันธไดในชวงและอนุพันธดานเดียว 
((OneOne--Sided DerivativesSided Derivatives))

ฟงกชัน ฟงกชัน y =  y =  ff (x) (x) หาอนุพันธไดในชวงเปด หาอนุพันธไดในชวงเปด ((a, ba, b) ) ถามันมีถามันมี
อนุพันธที่แตละจุดของชวง และหาอนุพันธไดในชวงปด อนุพันธที่แตละจุดของชวง และหาอนุพันธไดในชวงปด 
[[a  ba  b]]  ถามนัมีอนพันธในชวงภายใน ถามนัมีอนพันธในชวงภายใน ((a  ba  b) ) และมีลมิิตและมีลมิิต[[a, ba, b]]  ถามนมอนุพนธในชวงภายใน ถามนมอนุพนธในชวงภายใน ((a, ba, b) ) และมลมตและมลมต

จะมีอนุพันธขวามือ ที่จุดปลาย a

จะมีอนุพันธซายมือ ที่จุดปลาย b

0
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f b h f b
h−→

+ − ฟงกชันจะมีอนุพันธที่จดุใดๆ กต็อเมื่อมันมีอนุพันธ
ซายมือ และ ขวามือที่นั่น และ อนุพันธทั้งสองเทากนั  

ตัวอยาง ตัวอยาง จงแสดงวา                มีอนพุันธในชวง จงแสดงวา                มีอนพุันธในชวง ((--∞∞, , 00) ) 
และ และ ((00, , ∞∞) ) แตไมมีอนุพันธที่  แตไมมีอนุพันธที่  x = x = 0 0 
วิธีทําวิธีทํา      

xy =

1)(
==

dx
xd

dx
xd

อนุพันธขวามือชวงชวง ((00, , ∞∞) ) 

1)(
−=

−
=

dx
xd

dx
xd

อนุพันธซายมือชวงชวง ((--  ∞∞, , 00))

จะไดวา f  มีอนุพันธตลอดชวงชวง ((00, , ∞∞) ) และและ((--  ∞∞, , 00))

จากกราฟจากกราฟ ที่ ที่ x = x = 00
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h h
h h+ +→ →
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0 0

0 0
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h h
h h− −

+ − −
= = −อนพันธซายมืออนพันธซายมือ

อนุพันธขวามืออนุพันธขวามือ

     สังเกตไดวากราฟของฟงกชันมีการหกัมมุ (corner) 
และไมมเีสนสัมผัสที่จุดดังกลาว

0 0h hh h→ →อนุพนธซายมออนุพนธซายมอ

          อนุพันธขวามือ ไมเทากบั อนุพันธซายมือ จึงสรุปอนุพันธขวามือ ไมเทากบั อนุพันธซายมือ จึงสรุป
ไดวา ไมมีอนุพนัธที่ ไดวา ไมมีอนุพนัธที่ x = x = 00
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การเขียนกราฟของ การเขียนกราฟของ ff  ’ ’ 
(Graphing (Graphing ff  ’ from Estimated Values) ’ from Estimated Values) 

เราสามารถเขียนกราฟอนพุันธของ เราสามารถเขียนกราฟอนพุันธของ ff    จากคาจากคา
โดยประมาณของความชันของ โดยประมาณของความชันของ ff    นั้น ดังตัวอยางนั้น ดังตัวอยาง

จากกราฟ จากกราฟ ff  ’(x)’(x)  จะสามารถสงัเกตสิ่งตางๆ ตอไปนี้จะสามารถสงัเกตสิ่งตางๆ ตอไปนี้

11..ชวงที่อัตราการเปลี่ยนแปลงของ ชวงที่อัตราการเปลี่ยนแปลงของ ff    เปนบวก ลบ เปนบวก ลบ 
หรือศูนยหรือศูนย

22   สามารถประมาณขนาดของการเปลี่ยนแปลงที่ สามารถประมาณขนาดของการเปลี่ยนแปลงที่ xx  22. . สามารถประมาณขนาดของการเปลยนแปลงท สามารถประมาณขนาดของการเปลยนแปลงท xx  
ใดๆ และเอามาเทียบกบัขนาดของ ใดๆ และเอามาเทียบกบัขนาดของ ff  ((xx))

33. . ทราบวาตาํแหนงที่อัตราการเปลี่ยนแปลงกาํลงัทราบวาตาํแหนงที่อัตราการเปลี่ยนแปลงกาํลงั
เพิ่มขึ้นหรือกาํลงัลดลงเพิ่มขึ้นหรือกาํลงัลดลง

ฟงกชันท่ีหาอนุพันธไดเปนฟงกชันตอเนื่องฟงกชันท่ีหาอนุพันธไดเปนฟงกชันตอเนื่อง

คุณสมบัติคาระหวางกลางของอนุพันธคุณสมบัติคาระหวางกลางของอนุพันธ

อนุพันธอันดับสองและอันดับสูงข้ึนไปอนุพันธอันดับสองและอันดับสูงข้ึนไป อนุพันธคืออัตราการเปลี่ยนแปลง อนุพันธคืออัตราการเปลี่ยนแปลง 
จะศึกษาการประยุกตใชอนพุันธเพื่อเปนแบบจาํลองของจะศึกษาการประยุกตใชอนพุันธเพื่อเปนแบบจาํลองของ
อัตราการเปลี่ยนแปลงของสิ่งตางๆ รอบๆ ตัวเรา อัตราการเปลี่ยนแปลงของสิ่งตางๆ รอบๆ ตัวเรา 

อัตราการเปลี่ยนแปลงขณะใดขณะหนึ่งอัตราการเปลี่ยนแปลงขณะใดขณะหนึ่ง
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ตัวอยางตัวอยาง พื้นที่ของวงกลมกับเสนผาศูนยกลางพื้นที่ของวงกลมกับเสนผาศูนยกลาง

ความสัมพันธของพื้นที่วงกลมกับเสนผาศูนยกลาง คือ ความสัมพันธของพื้นที่วงกลมกับเสนผาศูนยกลาง คือ 
จงหาวาพื้นที่จะเปลี่ยนไปเร็วแคไหนเมื่อเทียบกับเสนผา จงหาวาพื้นที่จะเปลี่ยนไปเร็วแคไหนเมื่อเทียบกับเสนผา 
ศูนยกลางในขณะที่เสนผาศูนยกลางเทากับ ศูนยกลางในขณะที่เสนผาศูนยกลางเทากับ 1010  เมตรเมตร

4

2DA π
=

วิธีทําวิธีทํา อัตราการเปลี่ยนแปลงของพืน้ที่เทียบกับเสนผาศูนยกลางอัตราการเปลี่ยนแปลงของพืน้ที่เทียบกับเสนผาศูนยกลาง
คือ อนุพันธของ คือ อนุพันธของ AA  เทียบกับ เทียบกับ DD จะไดจะได

ขณะที่ ขณะที่ D = D = 10 10 เมตร พื้นที่จะเปลี่ยนแปลงในอัตรา   เมตร พื้นที่จะเปลี่ยนแปลงในอัตรา   
    ตารางเมตรตารางเมตร//เมตรเมตร

2
)2(

4
DD

dD
dA ππ

==

ππ 510)2/( =

การเคลื่อนที่เปนแนวเสนตรง การเคลื่อนที่เปนแนวเสนตรง : : การกระจัด การกระจัด 
ความเร็ว อัตราเร็ว ความเรง และความเร็ว อัตราเร็ว ความเรง และ jerkjerk  

วัตถุเคลื่อนทีต่ามพกิัดที่กาํหนด จะไดความสัมพนัธวัตถุเคลื่อนทีต่ามพกิัดที่กาํหนด จะไดความสัมพนัธ
ของระยะทางเปนฟงกชันของเวลา คือของระยะทางเปนฟงกชันของเวลา คือ

s =  f (t)s =  f (t)
ดังนั้นการเคลื่อนที่ ในชวงเวลา ดังนั้นการเคลื่อนที่ ในชวงเวลา tt ถึง ถึง tt  ++ΔΔtt คือ คือ 

ΔΔs =  f (t+s =  f (t+ΔΔt) t) –– f (t)f (t)

ตําแหนงท่ีเวลา t ตําแหนงท่ีเวลา t +Δt

s =  f (t) Δs =  f (t+Δt) – f (t)

จาก นิยามของความเร็วเฉลี่ยจาก นิยามของความเร็วเฉลี่ย

( ) ( )

av
displacement sv
travel time t
f t t f t

t

Δ
= =

Δ
+ Δ −

=
Δ

ทั้งความเร็วเฉลีย่ และ ความเร็วขณะใดๆ  ทั้งความเร็วเฉลีย่ และ ความเร็วขณะใดๆ  (velocity) (velocity) จะจะ
ระบุทิศทางของการเคลื่อนที่ ดังนั้นจะมีคาไดทั้งบวกระบุทิศทางของการเคลื่อนที่ ดังนั้นจะมีคาไดทั้งบวก
และลบและลบ

ิ ั ็นิยาม   อัตราเรว็ (speed)
อัตราเร็วเปนคาสัมบรูณของความเร็ว นั่นคือ

( ) dsv t
dt

=อัตราเร็ว =

นิยามนิยาม      ความเรง และ ความเรง และ jerkjerk

ความเรงความเรง  (acceleration)(acceleration)  เปนอนพุันธของความเร็วเทียบเปนอนพุันธของความเร็วเทียบ
กับเวลา ถาตาํแหนงของวตัถทุี่เวลา กับเวลา ถาตาํแหนงของวตัถทุี่เวลา t t เปน เปน s = fs = f  (t)(t)
แลวความเรงของวัตถทีเ่วลา แลวความเรงของวัตถทีเ่วลา tt  คือคือแลวความเรงของวตถทุเวลา แลวความเรงของวตถทุเวลา tt  คอคอ

                                                                                      

jerkjerk เปนอนุพันธของความเรงเทียบกบัเวลาเปนอนุพันธของความเรงเทียบกบัเวลา

                                                                                                          

                                           

2

2

)(
dt

sd
dt
dvta ==

3

3( ) da d sj t
dt dt

= =
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ตัวอยาง ตัวอยาง การจําลองการตกอยางอิสระการจําลองการตกอยางอิสระ

ลูกบอลตกอยางอิสระจากสภาพลูกบอลตกอยางอิสระจากสภาพ
หยุดนิ่งที่ หยุดนิ่งที่ tt = = 0 0 วินาทีวินาที

(a) (a) จงหาระยะทางทีลู่กบอลตกจงหาระยะทางทีลู่กบอลตก
ภายใน ภายใน 22  วินาทแีรกเปนเมตรวินาทแีรกเปนเมตร

00

55

1100
1515

2200

ss ((เมตรเมตร))tt ((วินาทีวินาที))

tt = = 00

ภายใน ภายใน 22  วนาทแรกเปนเมตรวนาทแรกเปนเมตร

(b) (b) จงหาความเรว็ อัตราเร็ว และจงหาความเรว็ อัตราเร็ว และ
ความเรง ขณะนัน้เปนเทาใดความเรง ขณะนัน้เปนเทาใด

2200

2525

3300

3535

4400

4545

(a) (a) ระยะทางทีบ่อลตกใน ระยะทางทีบ่อลตกใน 2 2 วินาทีวินาที แรกแรก00

55

1100
1515

2200

ss ((เมตรเมตร))tt ((วินาทีวินาที))

tt = = 00

tt = = 11

tt = = 22
จาก 2 2 21 1 (9.8) 4.9

2 2
s gt t t= = =

2200

2525

3300

3535

4400

4545

tt = = 22

tt = = 33

แทนคา t = 2 จะได  

6.19)2(9.4 2 ==s  เมตร

((bb) ) ความเร็ว อตัราเร็ว และความเรง ความเร็ว อตัราเร็ว และความเรง 
ขณะขณะ 2 2 วินาทีวินาที00

55

1100
1515

2200

ss ((เมตรเมตร))tt ((วินาทีวินาที))

tt = = 00

tt = = 11

tt = = 22

ความเร็ว ณ t = 2 วินาที              
( ) tt

dt
dtstv 8.99.4)(')( 2 ===

(2)  9 8(2)  19 6 / ิ ี2200

2525

3300

3535

4400

4545

tt = = 22

tt = = 33

v(2) = 9.8(2) = 19.6 เมตร/วนาท

อัตราเร็ว คือ = 19.6 m/s)2(v

 ความเรง ทีเ่วลา t ใดๆ  คือ
      a(t) =  v’(t)  =  s”(t) = 9.8 m/s2  

ที่  t = 2, ความเรงคือ 9.8 m/s22  

ตัวอยางตัวอยาง  การจาํลองการเคลื่อนที่ในแนวดิ่งการจาํลองการเคลื่อนที่ในแนวดิ่ง
ดินระเบิดดันหินขึน้ดวยความเรว็เริม่ตน ดินระเบิดดันหินขึน้ดวยความเรว็เริม่ตน 160 160 ft /sec ft /sec ดังรูปดังรูป หินขึ้นหินขึ้น
ถึงความสูง                  ถึงความสูง                  ftft  หลังจาก หลังจาก t t วินาทีวินาที จงหาจงหา

(a) (a) หินจะขึ้นไดสูงสุดเทาใดหินจะขึ้นไดสูงสุดเทาใด

(b) (b) ความเร็วและอัตราเรว็ของหิน ขณะที่สงจากความเร็วและอัตราเรว็ของหิน ขณะที่สงจาก

216160 tts −=

(b) (b) ความเรวและอตราเรวของหน ขณะทสูงจากความเรวและอตราเรวของหน ขณะทสูงจาก
พื้นดิน พื้นดิน 256 256 ftft  ตอนเคลื่อนที่ขึน้ และตอนตอนเคลื่อนที่ขึน้ และตอน
เคลื่อนที่ลงเคลื่อนที่ลง

(c) (c) ความเรงของหินที่เวลาใดๆ หลังจากถูกระเบิดความเรงของหินที่เวลาใดๆ หลังจากถูกระเบิด

(d) (d) เวลาที่หินตกกระทบพื้นดินอีกครัง้หนึ่งเวลาที่หินตกกระทบพื้นดินอีกครัง้หนึ่ง

ให ให ss  เปนความสูงขึ้นไปจากพืน้ดิน ดังนัน้เปนความสูงขึ้นไปจากพืน้ดิน ดังนัน้ ขาขึ้น ขาขึ้น vv เปน เปน + + 
    และ และ v v เปนเปน -- ในในขาลง จะไดวา ตอนหินขึ้นขาลง จะไดวา ตอนหินขึ้น
    ถึงจุดสงูสุดถึงจุดสงูสุด((ssmaxmax) )   คา คา v v = = 00

(a) (a) หินจะขึ้นไดสูงสุดเทาใดหินจะขึ้นไดสูงสุดเทาใด

2( ) (160 16 ) 160 32 0ds d 2( ) (160 16 ) 160 32 0

5 sec

ds dv t t t t
dt dt

t

= = − = − =

=

max
2

max

(5)

160(5) 16(5)
400 ft

s s

s

=

= −
=
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จากจาก

((bb) ) ความเร็วและอัตราเร็วขณะที่ความเร็วและอัตราเร็วขณะที่ s = s = 256 256 ftft  
ตอนเคลื่อนที่ข้ึน และตอนเคลื่อนที่ข้ึน และ ลงลง

2( ) 160 16 256s t t t= − =
2

2

16 160 256 0
16( 10 16) 0
( 2)( 8) 0 2sec 8sec

t t
t t

t t t t

− + =

− + =
− − = ⇒ = =( 2)( 8) 0 2sec, 8sect t t t= ⇒ = =

ความเร็วที่ s = 256 ft 
v(2) = 160-32(2) = 96 ft/s (ทิศขึ้น) 
v(8) = 160-32(8) = -96 ft/s (ทิศลง)

อัตราเรว็ที่ s = 256 ft คือ  96 ft/s

(c) (c) ความเรง ณ เวลาใดๆความเรง ณ เวลาใดๆ

2(160 32 ) 32 ft/sdv da t
dt dt

= = − = − (ทิศลง)

ก็คือคา ความเรงโนมถวงของโลกก็คือคา ความเรงโนมถวงของโลก, g, g

(d) (d) เวลาที่เวลาทีห่ินตกกระทบพืน้ดินหินตกกระทบพืน้ดิน
หินจะตกกระทบพื้นดิน เมื่อ s = 0 

2160 16 0
16 (10 ) 0 0sec, 10sec

t t
t t t t
− =
− = ⇒ = =

ที่ t = 0 คือตอนเริ่มระเบิด แลวหนิจะเคลื่อนที่ข้ึน และ
ตกลงพืน้อีกครั้ง เมื่อ t = 10 วินาที

ความไวตอการเปลี่ยนแปลงความไวตอการเปลี่ยนแปลง    (Sensitivity to Change) (Sensitivity to Change) 

เมื่อมกีารเปลี่ยนแปลงเลก็นอย ในเมื่อมกีารเปลี่ยนแปลงเลก็นอย ใน x x ทาํใหเกิดการทาํใหเกิดการ
เปลี่ยนแปลงอยางมากในคาของฟงกชันเปลี่ยนแปลงอยางมากในคาของฟงกชัน ff  (x) (x) เราเรา
เรียกวาเรียกวา ฟงกชันมีความไวตอการเปลี่ยนแปลงใน xเรยกวาเรยกวา ฟงกชนมความไวตอการเปลยนแปลงใน x

ซ่ึงตัววัดความไว คือ คาอนุพันธ ซ่ึงตัววัดความไว คือ คาอนุพันธ ff  ’’(x) (x) นั้นเองนั้นเอง

อนุพันธของผลคูณ ผลหาร และเลขยกกําลังติดลบอนุพันธของผลคูณ ผลหาร และเลขยกกําลังติดลบ  
ผลคูณผลคูณ  (Products)(Products)
อนุพันธของผลคูณไมใชผลคูณของอนุพันธ เชนอนุพันธของผลคูณไมใชผลคูณของอนุพันธ เชน

ไมใช  xx
dx
dxx

dx
d 2)()( 2 ==⋅ 111)()( =⋅=⋅ x

dx
dx

dx
d

ผลหาร ผลหาร (Quotients)(Quotients)      
อนุพันธของผลหารไมใชผลหารของอนุพันธ อนุพันธของผลหารไมใชผลหารของอนุพันธ 

เลขยกกําลังติดลบเลขยกกําลังติดลบ  (Negative Integer Powers of x)(Negative Integer Powers of x)
ใชกฎยกกาํลังเหมือนกบัของเลขยกกาํลงับวกใชกฎยกกาํลังเหมือนกบัของเลขยกกาํลงับวก

dxdx dxdx

อนุพันธของผลคูณอนุพันธของผลคูณ (Derivative Product Rule) (Derivative Product Rule) อนุพันธของผลหารอนุพันธของผลหาร (Derivative Quotient Rule)(Derivative Quotient Rule)
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เลขยกกําลังติดลบเลขยกกําลังติดลบ  (Negative Integer Powers of x) (Negative Integer Powers of x) พิสูจน อนุพันธของผลคูณพิสูจน อนุพันธของผลคูณ  

0

( ) ( ) ( ) ( )( ) lim
h

d u x h v x h u x v xuv
dx h→

+ + −
=

0

( ) (( ) ( ) ( ) ( )lim ) ( ) ( )
h

u x h v x u x h v xu x h v x h u x v x
h→

+ + −
=

− + + +

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −+

+
−+

+=
→ h

xuhxuxv
h

xvhxvhxu
h

)]()([)()]()([)(lim
0

dx
xduxv

dx
xdvxu

h
xuhxuxv

h
xvhxvhxu

hhhh

)()()()(

)()(lim).(lim)()(lim).(lim
0000

+=

−+
+

−+
+=

→→→→

พิสูจน อนุพันธของผลหารพิสูจน อนุพันธของผลหาร
( )

0 0

( )
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )lim lim

( ) ( )h h

u x h u x
d u v x u x h u x v x hv x h v x
dx v h hv x h v x→ →

+
−

+ − ++⎛ ⎞ = =⎜ ⎟ +⎝ ⎠

0

( ) ( ) (( ) ( ) ( ) () ( )lim
( ( )

)
)h

v x u x v x uv x u x h u x v x h
hv x h v

x
x→

+ −
+

−
=

+ +
( ( ))hv x h v x+

0

[ ( ) ( )] [ ( ) ( )]( ) ( )
lim

( ) ( )h

u x h u x v x h v xv x u x
h h

v x h v x→

+ − + −⎡ ⎤−⎢ ⎥
= ⎢ ⎥+⎢ ⎥

⎣ ⎦

2)]([

)()()()(

xv
dx

xdvxu
dx

xduxv −
=

พิสูจน อนุพันธของกฎยกกําลังของ พิสูจน อนุพันธของกฎยกกําลังของ I I --  

  ให ให n = n = --m m โดยที่ โดยที่ m m เปน เปน I I ++  ใชกฎผลหารจะไดใชกฎผลหารจะได

⎟
⎞

⎜
⎛=n dxd 1)(

)(1)1( mm x
dx
d

dx
dx −

=⎟
⎠

⎜
⎝

= mxdx
x

dx
)(

( )2mx
=

m

m

x

mx
2

10 −−
=

1−−−= mmx
1−= nnx

ตัวอยางตัวอยาง  จงหาอนุพันธของจงหาอนุพันธของ

เลือกใชกฎอะไร กฎผลหาร และผลคูณ เลือกใชกฎอะไร กฎผลหาร และผลคูณ ??????

( )( )
4

2 21
x

xxxy −−
=

( )( )2 3 2
1 2 3

4 4

1 2 3 2 3 2
x x x x x xy x x x− − −
− − − +

= = = − +4 4x x

( ) ( )432 3223 −−− −+−−−= xxx
dx

dy

2 3 4

1 6 6
x x x

= − + −

ตัวอยางตัวอยาง ให u และ v เปนฟงกชนัทีห่าอนุพันธไดของ x 
และ

1)1(',5)1(
0)1(',2)1(
−==

==
vv
uu

จงหาคาของอนพุันธตอไปนีท้ี่ x = 1

)(d (b) ⎟
⎞

⎜
⎛ud( ) )(uv

dx
(b) ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
v

u

dx

d

(c) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
u

v

dx

d
(d) (7 2 )d v u

dx
−

(a)

(a)  -2  (b)  2/25  (c)   -1/2 (d)   -7
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อนุพันธของฟงกชันตรีโกณมติิ อนุพันธของฟงกชันตรีโกณมติิ 
(Derivatives of Trigonometric Functions)(Derivatives of Trigonometric Functions)

(sin ) cosd x x
dx

=
dx

(cos ) sind x x
dx

= −

( ) sin :y x x= ( ) sin( ) sin cosh cos sinhy x h x h x x+ = + = +

0

sin( ) sin(sin ) lim
h

d x h xx
dx h→

+ −
=

0

sin cosh cos sinh sinlim
h

x x x
h→

+ −
=

พิสูจนพิสูจน

h

0 0

sin (cosh 1) sinhlim lim cos
h h

x x
h h→ →

−
= +

0 0

(cosh 1) sinhsin lim cos lim
h h

x x
h h→ →

−
= +

1cos0sin ⋅+⋅= xx cos x=

พิสูจนพิสูจน
( ) cos( ) cos cosh sin sinhy x h x h x x+ = + = −( ) cos :y x x=

0

cos( ) cos' lim
h

x h xy
h→

+ −
=

0

cos cosh sin sinh coslim
h

x x x
h→

− −
=

0

cos (cosh 1) sin sinhlim
h

x x
h→

− −
=

0

cosh 1lim
h h→

−
h

( )
0 0

cosh 1 sinhlimcos limsin
h h

x x
h h→ →

−
= −

0 0

cosh 1 sinhcos lim sin lim
h h

x x
h h→ →

−
= −

cos 0 sin 1x x= ⋅ − ⋅ sin x= −

0

2

0

2

0

0

cos h 1lim
(cosh 1)
sin hlim

(cosh 1)
sinh sinhlim

(cosh 1)
1 0 0

h

h

h

h

h

h

h

h

→

→

→

→

−
=

+

=
+

= ⋅
+

= ⋅ =

อนุพันธของฟงกชันตรีโกณอนุพันธของฟงกชันตรีโกณ

2

(sin ) cos (cos ) sin

sintan (tan ) sec
cos

d dx x and x x
dx dx

x dx x x
x dx

= = −

= =

( )

( )

2coscot (cot ) csc
sin

1sec sec sec tan
cos

1csc csc csc cot
sin

x dx x x
x dx

dx x x x
x dx

dx x x x
x dx

= = −

= =

= = −

ตัวอยาง ตัวอยาง จงหา อนุพันธอันดับสองจงหา อนุพันธอันดับสอง, , y” y” ของของ y = sec x y = sec x 

xxy tansec' =

secy x=

( )" sec tand x x
y

d
= ( )tan (sec )sec tan

d x d xx x= +y
dx dx dx

( )2sec sec tan sec tanx x x x x= +

3 2sec sec tanx x x= +

ความตอเนื่องของฟงกชันตรโีกณมิติความตอเนื่องของฟงกชันตรโีกณมิติ  
(Continuity of Trigonometric Functions) (Continuity of Trigonometric Functions) 

เนื่องจากฟงกชนัตรีโกณมิตพิื้นฐานทัง้หกหาอนุพันธไดทั่ว
โดเมน ของมัน มันจึงตอเนื่องทัว่โดเมนของมัน

ดังนั้น sin x และ cos x ตอเนื่องสําหรบัทุก x  ุ
sec x และ tan x ตอเนื่องทกุ x  ยกเวนที่ n
csc x และ cot x ก็ตอเนื่อง ยกเวนที่ n

สําหรบัแตละฟงก็ชัน ทกุแหงทีม่ี f (c) 
ดังนั้นเราจึงสามารถคาํนวณลมิิตของฟงกชนัตรโีกณมิติ
ตางๆ ได โดยการแทนคาโดยตรง

( ) ( )cfxf
cx

=
→

lim

2
π

π
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กฎลูกโซและสมการอิงตัวแปรเสริม กฎลูกโซและสมการอิงตัวแปรเสริม 
(The Chain Rule and Parametric Equations)(The Chain Rule and Parametric Equations)

อนุพันธของฟงกชันประกอบอนุพันธของฟงกชันประกอบ  (Derivative of Composite (Derivative of Composite 
Function)Function)

ฟงกชันประกอบฟงกชันประกอบ คือ ฟงกชันคือ ฟงกชัน
ซอนฟงกชัน ซ่ึงทาํใหการหาอนพุันธคอนขางยุงยาก ซอนฟงกชัน ซ่ึงทาํใหการหาอนพุันธคอนขางยุงยาก 
เราจึงจาํเปนตองมีกฎสําคญัเพื่อชวยใหหาอนุพันธไดเราจึงจาํเปนตองมีกฎสําคญัเพื่อชวยใหหาอนุพันธได
งายขึ้น  เรียกวางายขึ้น  เรียกวา กฎลูกโซ กฎลูกโซ (Chain Rule) (Chain Rule) 

))(())(( xgfxgf =o

ทฤษฎีบทที่ ทฤษฎีบทที่ 33      กฎลกูโซ กฎลกูโซ (The Chain Rule) (The Chain Rule) 

ถา ถา ff (u)(u)  หาอนุพนัธไดที่จุด หาอนุพนัธไดที่จุด u = u = gg (x) (x) และ และ gg (x) (x) หาอนุพันธหาอนุพันธ

ไดที่จุด ไดที่จุด xx  แลว ฟงกชันซอนหรือฟงกชันประกอบ  แลว ฟงกชันซอนหรือฟงกชันประกอบ  

      ยอมหาอนพันธไดที่ยอมหาอนพันธไดที่   และและ))(())(( xgfxgf =o       ยอมหาอนุพนธไดทยอมหาอนุพนธไดท x x และและ

นั้นคือ ถาให  y = f (u) และ u = g (x) ดังนั้น

))(())(( xgfxgf =o

( ) )('))((')(' xgxgfxgf ⋅=o

dx
du

du
dy

dx
dy

⋅=

ตัวอยาง ตัวอยาง จงหาอนุพันธของฟงกชันจงหาอนุพันธของฟงกชัน 169 24 ++= xxy

วิธีทํา 
13 2 += xu  ดังนั้น 2uy =

dudydy

( )24 2 29 6 1 3 1y x x x= + + = +

ให

dy du
                          dx

du
du
dy

dx
dy

⋅= 2 ; 6dy duu x
du dx

⇒ = =

( )2

3

2 6 2 3 1 6

36 12

dy u x x x
dx

x x

= ⋅ = + ⋅

= +

กฎกฎ ““ขางนอกขางนอก--ขางในขางใน”” (“Outside(“Outside--Inside” Rule) Inside” Rule) 

เราอาจจะคดิเรื่องกฎลกูโซในแงตอไปนี้ เราอาจจะคดิเรื่องกฎลกูโซในแงตอไปนี้ 

ถา  ถา  yy = = ff ( ( gg (x))  (x))  ดังนั้นดังนั้น
อาจกลาวไดวาเปนการแยกอาจกลาวไดวาเปนการแยกหาหาอนุพันธฟงกชัน อนุพันธฟงกชัน ff ขางนอกกอนขางนอกกอน

)('))((' xgxgf
dx
dy

⋅=

ุุ ff
โดยปลอยฟงกชัน โดยปลอยฟงกชัน gg (x)(x)  ไว แลวจึงคูณกับอนุพันธของ ไว แลวจึงคูณกับอนุพันธของ 
ฟงกชันที่อยูขางใน ฟงกชันที่อยูขางใน g’g’ (x)(x)  อีกครั้งอีกครั้ง

{ { {( ( )) ( ( )) '( )'d g x g x g x
dx

f f= ⋅
123 123

อน  พัุ น ธ ปลอยข างนอก อน  พัุ น ธ ข างใน
ข างในไว ข างในข างนอก

ตัวอยาง ตัวอยาง จงหาอนุพันธของ จงหาอนุพันธของ ( )( ) tan 5 sin 2g t t= −

))2sin5(tan()(' t
dt
dtg −=

( ) ( )t
dt
dt 2sin52sin5sec2 −⋅−=

( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅−⋅−=

dt
tdtt )2(2cos02sin5sec2

( ) ( ) 22cos2sin5sec2 ⋅−⋅−= tt

( )tt 2sin5sec)2(cos2 2 −−=

ความชันของโคงตัวแปรเสริมความชันของโคงตัวแปรเสริม  
(Slopes of Parametrized Curves) (Slopes of Parametrized Curves) 

โคงตัวแปรเสรมิ โคงตัวแปรเสรมิ (x (t), y (t))(x (t), y (t))  หาอนุพันธไดที่ หาอนุพันธไดที่ tt  ถา ถา x x 
และ และ yy  หาอนพุันธไดที่ หาอนพุันธไดที่ t t   เราเรียก เราเรียก t t วาตัวแปรเสรมิ วาตัวแปรเสรมิ 
(parameter)(parameter)  (parameter)(parameter)  

อนุพันธ อนุพันธ dy/dt, dx/dt dy/dt, dx/dt และ และ dy/dx dy/dx มีความเกี่ยวของกันมีความเกี่ยวของกัน
ตามกฎลกูโซดังนี้ตามกฎลกูโซดังนี้

dt
dx

dx
dy

dt
dy

⋅=

ดังนั้น  dtdx
dtdy

dx
dy

/
/

= โดยที่  0≠
dt
dx
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ตัวอยางตัวอยาง จงหาเสนสัมผัสกบัจงหาเสนสัมผัสกบั hyperbola hyperbola ขวามือ ที่มีสมการขวามือ ที่มีสมการ
อิงตัวแปรเสริมเปนอิงตัวแปรเสริมเปน

สวนของ สวนของ hyperbola hyperbola หาหา
อนพันธไดทกจดอนพันธไดทกจด

22
   ,tan   ,sec ππ

<<−== ttytx

    ที่จุด ที่จุด ( )1,2 4
π

=tเมื่อเมื่อ

อนุพนธไดทกุจดุอนุพนธไดทกุจดุ
ยกเวนจุด ยกเวนจุด ((11, , 00))

วิธีทํา   อนุพันธในสมการ        หาคาได โดย 

0tansec ≠= tt
dt
dx  และ t

dt
dy 2sec=

dtdx
dtdy

dx
dy

/
/

=

 OK 

ดังนั้น  
dtdx
dtdy

dx
dy

/
/

=
tt

t
tansec

sec2

=
t
t

tan
sec

= tcsc=

 ที่ 
4
π

=t  จะไดวา 2
4

csc
4

==
=

π
πtdx

dy

สมการของเสนสัมผัส ที่จดุ คือ

)2(21 −=− xy 2 1y x= −

( )1,2

 จัดรปูเปน 

ทาํนองเดียวกัน ถาตองการหา อนุพันธอันดบัที ่2 
ของฟงกชนันี้จะไดวา    

dtdx
dtdyy

dx
d

dx
yd

/
/')'(2

2

==

โ ี่  dydx
≠ ';0โดยท  dx

yy
dt

=≠ ';0

dtdx
dtdy

dx
dy

/
/

= tcsc= จะไดวา 

2
3

2

'/ csc / csc cot cot
/ sec / sec tan

d y dy dt d t dt t t t
dx dx dt d t dt t t

−
= = = = −

กฎลูกโซยกกําลังกฎลูกโซยกกําลัง  (Power Chain Rule) (Power Chain Rule) 

จากกฎลกูโซ  ( )
dx
du

du
udf

dx
udf

⋅=
)(

 ( ) ไ ถา      ( ) nuuf =     จะได     

( )
dx
dunu

dx
udf n 1−=

ตัวอยางตัวอยาง  จงแสดงวาความชันของทุกเสนสัมผัสกับจงแสดงวาความชันของทุกเสนสัมผัสกับ
โคง  โคง  เปนบวก เปนบวก 3)21/(1 xy −=

3)21( −−= x
dx
d

dx
dy

)21()21(3 4 −⋅−−= − xdx

วิธีทํา  

)2()21(3

)21()21(3

4 −⋅−−=

⋅=

−x

x
dx

x

4)21(
6

x−
=

ซ่ึงเปนบวกเสมอทุกคา x ยกเวนที่ x = 1/2

การหาอนุพันธโดยปริยาย การหาอนุพันธโดยปริยาย 
(Implicit Differentiation)(Implicit Differentiation)

ใชในกรณีทีห่า  ใชในกรณีทีห่า  ไดยาก เชนไดยาก เชน กรณทีี่ กรณทีี่ x x และ และ y y 
แยกจากกันไดยาก แยกจากกันไดยาก           ฯลฯ  ฯลฯ  
วิธีการคือหาอนพันธทัง้สองขางของสมการเทียบกบั วิธีการคือหาอนพันธทัง้สองขางของสมการเทียบกบั   

( )y f x=

0933 =−+ xyyx

วธการคอหาอนพุนธทงสองขางของสมการเทยบกบ วธการคอหาอนพุนธทงสองขางของสมการเทยบกบ x x 
แลวคอยหา แลวคอยหา         ในเทอมของในเทอมของ x x และ และ y y ดวยกันดวยกัน

dx

dy
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ตัวอยางตัวอยาง    จงหา จงหา   ถา ถา 

วิธีทําวิธีทํา      โดยปกตเิราจะหา  โดยปกตเิราจะหา        นั่นคือ นั่นคือ   
ซ่ึงแยกเปน ซ่ึงแยกเปน             และและ                   ซ่ึงหาซ่ึงหา
อนพันธแตละฟงกชันไดเปนอนพันธแตละฟงกชันไดเปน

dx

dy
xy =2

)(xfy = xy ±=

xy =1 xy −=2

อนุพนธแตละฟงกชนไดเปนอนุพนธแตละฟงกชนไดเปน

xdx

dy

2
11 =

xdx

dy

2
12 −=และ        และ        

ถาเราใชวิธโีดยปริยายจะไดจากการหาอนพุันธทั้งสองถาเราใชวิธโีดยปริยายจะไดจากการหาอนพุันธทั้งสอง
ขางเทียบกับ ขางเทียบกับ xx

ใชวิธีโดยปริยายจะไดจากการหาอนุพันธทัง้สองขางใชวิธีโดยปริยายจะไดจากการหาอนุพันธทัง้สองขาง
เทียบกบั เทียบกบั x x เปนดังนี้เปนดังนี้

dx
dyy

xy

12

     2

=

=

อนุพันธเทียบกบั อนุพันธเทียบกบั x x ทั้งสองขางทั้งสองขาง

ydx
dy
dx

2
1     = แทนคา แทนคา xy ±=

  ก็จะไดเหมือนกนัคือก็จะไดเหมือนกนัคือ
xdx

dy

2
11 =     และ  และ  

xdx
dy

2
12 −=

ตัวอยาง ตัวอยาง จงแสดงวาจุด จงแสดงวาจุด ((22, , 44) ) อยูบนโคง  อยูบนโคง  
แลวหาเสนสัมผัสและแลวหาเสนสัมผัสและ

เสนตั้งฉากกับโคงที่จุดดังกลาว เสนตั้งฉากกับโคงที่จุดดังกลาว 
วิธีทําวิธีทํา จุด จุด ((22, , 44) ) จะอยูบนโคง เมือ่แทนคา จะอยูบนโคง เมือ่แทนคา x = x = 22, y = , y = 4 4 ในใน
สมการแลวเปนจริง ดงันั้นสมการแลวเปนจริง ดงันั้น         

0933 =−+ xyyx

( ) ( ) ( )3 32 4 9 2)(4 0+ − =สมการแลวเปนจรง ดงนนสมการแลวเปนจรง ดงนน         
แสดงวาแสดงวา จุด จุด ((22, , 44) ) อยูบนโคงนี้จริงอยูบนโคงนี้จริง

( ) ( ) ( )2 4 9 2)(4 0+

ตอไปจะหาความชันของโคง จากอนุพันธของ
ฟงกชันโดยปริยาย ซ่ึงจะไดจากการหาอนพุันธทั้งสองขาง
ของสมการเทียบกบัx

อนุพันธของฟงกชันโดยปริยาย ของ  
3 3

3 3

2 2

9 0

( ) ( ) (9 ) (0)

3 3 9 0

x y xy
d d d dx y xy
dx dx dx dx

dy dy dx

+ − =

+ − =

⎛ ⎞+ +⎜ ⎟

จะได ว  า

2 23 3 9 0y yx y x y
dx dx dx

⎛ ⎞+ − + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

( ) yx
dx
dyxy 9393 22 +−=−

xy

xy

dx

dy

3
3

2

2

−
−

=

ดังนั้น ความชันที่จุด จุด ((22, , 44) ) ( )
( ) 5

4
234
243

2

2

)4,2(

=
−
−

=
dx
dy

เสนสัมผัสโคงที ่(2, 4) และมีความชัน  4/5   ซ่ึงคือ
( )2

5
4

4 −=− xy   หรือ    
5

12
5
4

+= xy

เสนตั้งฉากกับโคงที่ (2, 4)  และมีความชัน -5/4 ซ่ึงคือ 

( )2
4
5

4 −−=− xy   หรือ  5 13
4 2

y x= − +

ผลคูณของ ผลคูณของ Slope Slope สองเสนที่ตัง้ฉากกัน จะมีคา เทากบั สองเสนที่ตัง้ฉากกัน จะมีคา เทากบั --11  
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ตัวอยางตัวอยาง จงหา จงหา   ถา ถา 

วิธีทําวิธีทํา      หาอนุพนัธเทียบกบั หาอนุพนัธเทียบกบั x x ทัง้สองขางทัง้สองขาง

2

2

dx

yd 832 23 =− yx

)8()32( 23 =−
dx
dyx

dx
d

0'            

066     

2

2

=−

=−

yyx
dx
dyyx

y

x
y

2

' = เมื่อ      0≠y

y

x
y

2

' =

'2')2(" 2

2

2

22

y
y
x

y
x

y
yxxy

y
x

dx
dy ⋅−=

−
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

แทนคา  

ใชกฎผลหารหา y”  จะได

จะได

3

42

2

2 22"
y
x

y
x

y
x

y
x

y
xy −=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−= เมื่อ      0≠y

อัตราสัมพันธ  อัตราสัมพันธ  (Related Rates)(Related Rates)

สมมุติวาอนุภาค สมมุติวาอนุภาค P(x, y)P(x, y)  กาํลงัเคลื่อนทีไ่ปตามโคง กาํลงัเคลื่อนทีไ่ปตามโคง CC  
โดยทีพ่ิกดั โดยทีพ่ิกดั xx  และ และ yy  จะเปนฟงกชันหาอนุพันธไดจะเปนฟงกชันหาอนุพันธได
ของเวลา ของเวลา tt  ถา ถา DD  คือระยะหางจากจุดกาํเนิด ดวยกฎคือระยะหางจากจุดกาํเนิด ดวยกฎ

่่ลูกโซเราสามารถหาสมการที่สัมพันธกันของ ลูกโซเราสามารถหาสมการที่สัมพันธกันของ dD/dt, dD/dt, 
dx/dtdx/dt  และ และ dy/dtdy/dt  ไดดงันี้ไดดงันี้

)22()(
2
1 2/122

22

dt
dyy

dt
dxxyx

dt
dD

yxD

++=

+=

−

ฟงกชันใดๆ ทีป่ระกอบดวยตัวแปรสองตัวแปรหรือฟงกชันใดๆ ทีป่ระกอบดวยตัวแปรสองตัวแปรหรือ
มากกวาทีเ่ปนฟงกชันหาอนุพันธไดเมื่อเทียบกบั มากกวาทีเ่ปนฟงกชันหาอนุพันธไดเมื่อเทียบกบั t t 
สามารถใชเพื่อหาสมการที่สัมพันธกันกบัอัตราที่สามารถใชเพื่อหาสมการที่สัมพันธกันกบัอัตราที่สามารถใชเพอหาสมการทสมพนธกนกบอตราทสามารถใชเพอหาสมการทสมพนธกนกบอตราท
เกี่ยวของไดเกี่ยวของได

ตัวอยาง ตัวอยาง สมมุติ กรวยมรัีศมี สมมุติ กรวยมรัีศมี r r และความสูง และความสูง h h เปนฟงกชันเปนฟงกชัน
ทีห่าอนพุันธไดของเวลา ทีห่าอนพุันธไดของเวลา t t และและ V V เปนปริมาตรของกรวย เปนปริมาตรของกรวย 
จงหาสมการความสมัพันธระหวาง  จงหาสมการความสมัพันธระหวาง            และ และ ,,

dt

dr

dt

dV

dt

dh

วิธีทํา   จากสูตรปริมาตรกรวย    
21

3 3
V r hπ
= × =×    พ  ื นท  ่ีหนาตั ด สง  ู

หาอนุพันธเทียบกับ t ทั้งสองขางโดยปริยาย จะได

2 22 2
3 3

dV dh dr dh drr r h r rh
dt dt dt dt dt

π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ⋅ + ⋅ = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

ข้ันตอนการแกปญหาอัตราสัมพันธข้ันตอนการแกปญหาอัตราสัมพันธ

ข้ันที่ ข้ันที่ 11      เขียนรปู กาํหนดตัวแปรและคาคงทีท่ี่เกีย่วของเขียนรปู กาํหนดตัวแปรและคาคงทีท่ี่เกีย่วของ

ข้ันที่ ข้ันที่ 22      เขียนสมการความสัมพนัธของตัวแปร และเขียนสมการความสัมพนัธของตัวแปร และ     
คาคงที่ตางๆคาคงที่ตางๆคาคงทตางๆคาคงทตางๆ

ข้ันที่ ข้ันที่ 3   3   หาอนพุันธเทียบกบั หาอนพุันธเทียบกบั t t โดยปริยายทั้งสองขางของโดยปริยายทั้งสองขางของ
สมการ จะไดความสมัพันธระหวางอัตราตางๆสมการ จะไดความสมัพันธระหวางอัตราตางๆ

ข้ันที่ ข้ันที่ 44      แทนคาอัตราที่รูรวมทั้งคาที่รูทั้งหมดเพือ่หาอัตราแทนคาอัตราที่รูรวมทั้งคาที่รูทั้งหมดเพือ่หาอัตรา
ที่ตองการที่ตองการ
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ตัวอยางที่ ตัวอยางที่ 33      บอลลูนถูกปลอยจากพื้นราบขึ้นตรงในแนวดิง่ บอลลูนถูกปลอยจากพื้นราบขึ้นตรงในแนวดิง่ 
ผูสังเกตอยูหางจากจดุปลอย ผูสังเกตอยูหางจากจดุปลอย 500 500 ฟุตเพื่อทาํการวดัมุมยกที่ฟุตเพื่อทาํการวดัมุมยกที่
เกิดขึ้น ขณะทีม่มุยกเทากบั  เกิดขึ้น ขณะทีม่มุยกเทากบั  ππ//4 4 มุมเพิม่ขึ้นในอตัรา มุมเพิม่ขึ้นในอตัรา 00..14 14 
rad/rad/นาที จงหาวาบอลลนูลอยขึ้นไวเทาไร ในขณะนั้นนาที จงหาวาบอลลนูลอยขึ้นไวเทาไร ในขณะนั้น

ิ ีวิธีทํา    
ข้ันที่ 1:  เขียนรปูดงัแสดงในรปู  

ให θ = มุมยกจากพื้น (rad) y = ความสงูของบอลลูน (ฟุต) 
t = เวลา (นาที) สมมุติวา θ และ y เปน f ทีห่า f ’(t)ได
คาคงที่ คือระยะหาง 500 ฟุต จากจดุปลอย

ข้ันที่ 2:  เขียนความสมัพันธระหวางตัวแปรและคาคงที่

500
tan y

=θ หรือ        θtan500=y

ข้ันที่ 3:  หาอนพุันธโดยปริยายเทียบกบั t ทั้งสองขาง

dt
d

dt
dy θθ )(sec500 2=

dtdt

ข้ันที่ 4:  แทนคา  และ  rad/rad/นาที จะไดนาที จะได
อัตราทีบ่อลลูนลอยขึ้น หรือ ความเร็ว ณ ขณะนัน้เปนอัตราทีบ่อลลูนลอยขึ้น หรือ ความเร็ว ณ ขณะนัน้เปน

4
πθ = 14.0=

dt
dθ

( ) 140)14.0(2500
2

==
dt
dy

ตัวอยาง รถตาํรวจกําลังวิง่มาจากทางเหนือ เขาหาส่ีแยก
มุมฉาก เพื่อไลตามรถที่ขับดวยความเร็วเกินกาํหนดที่
เลี้ยวมาแลว  และกาํลงัวิ่งไปทางทิศตะวนัออก ขณะที่รถ
ตํารวจอยูหาง 0.6 ไมลจากสี่แยก และรถทีม่ีความเร็วเกิน
กําหนดอยหาง 0 8 ไมลจากสี่แยก ตาํรวจในรถไดใชกาหนดอยูหาง 0.8 ไมลจากสแยก ตารวจในรถไดใช
เรดารตรวจจบัระยะทางพบวา ระยะทางระหวางรถทั้ง
สองคันเพิ่มขึ้นในอัตรา 20 ไมล/ชั่วโมง ถารถตาํรวจ
กําลังเคลื่อนที่ดวยความเร็ว 60 ไมล/ชั่วโมง ในขณะนั้น 
จงหาความเร็วของรถที่มีความเรว็เกินกาํหนด

วิธีทํา    
ข้ันที่ 1:  เขียนรปูดงัแสดงในรปูดานลาง  

รถตํารวจ  

รถที่มีความเร็ว
เกินกําหนด  

ข้ันที่ 2:  หาความสัมพนัธ s, x และ y ไดวา 222 yxs +=

ให       x = ตําแหนงของรถทีม่คีวามเร็วเกินกาํหนดที่เวลา t
           y = ตาํแหนงของรถตํารวจที่เวลา t
           s = ระยะหางระหวางรถทั้งสองคันที่เวลา t 
สมมุติ x, y, s เปนฟงกชันที่หาอนุพันธไดของ  t

y

ข้ันที่ 3:  อนุพันธเทียบกบั t ทั้งสองขางของสมการ

dt
dyy

dt
dxx

dt
dss 222 +=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

dt
dyy

dt
dxx

sdt
ds 1 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

+
=

dt
dyy

dt
dxx

yx 22

1
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ข้ันที่ 4:  แทนคา            จะได

ความเร็วของรถที่มีความเร็วเกนิกําหนด หรือ  

20,60,6.0,8.0 =−===
dt
ds

dt
dyyx

dt
dx

⎞⎛1 d

2 2

1ds dx dyx y
dt dt dtx y

⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+

+
= )60(6.08.0

)6.0()8.0(
120

22 dt
dx

70
8.0

)60)(6.0()6.0()8.0(20 22

=
++

=
dt
dx ไมล/ชั่วโมง  

     ตัวอยาง เติมน้ําเขาไปในถังรปูกรวยหงายดวยอัตรา 
9 ลูกบาศกฟุต/นาที กรวยสูง 10 ฟุต และมฐีานรศัมี 5 
ฟุต จงหาวาระดบัน้าํจะสูงขึน้ดวยอัตราเทาไรในตอนที่
ระดบัน้าํอยูที่ 6 ฟุตจากพื้นถงั  

วิธีทํา  ข้ันที่ 1:  เขียนรูป
ให    V = ปรมิาตรของน้ําในถังที่เวลา t
        x = รัศมีของผิวน้ําที่เวลา t
         y = ความสงูของน้ําทีเ่วลา t

สมมุตใิห V, x, y เปนฟงกชันทีห่าอนุพันธไดของ t 
คาคงที่คือ ขนาดของถัง ข้ันที่ 2:  จากสูตรของปริมาตรกรวย             และ

จากสามเหลี่ยมคลาย  หรือ  หรือ  
yxV 2

3
π

=

105
yx

=
2
yx = แทน

เขาในสมการของปริมาตรจะได  

3
21 yV π
⎟
⎞

⎜
⎛ 3

1223
yyyV π =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

dt
dyy

dt
dyy

dt
dV 22

4
3

12
ππ

=⋅=

ข้ันที่ 3:  อนุพันธเทียบกบั t ทั้งสองขางของสมการ

ข้ันที่ 4:  แทนคา             จะไดอัตราการเพิ่มของ
ระดบัน้าํเปน  

9,6 ==
dt
dVy

dyπ

2

4
dV dyy
dt dt

π
=

dt
dy2)6(

4
9 π
=

( )
( ) 32.019

6
4

2 ≈==
ππdt

dy ฟุต/นาที  


