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บทท่ี  บทท่ี  88  ::  ฟงกชันอดิสัยฟงกชันอดิสัย
(Transcendental Functions)(Transcendental Functions)

ลอการิทึม ลอการิทึม (Logarithms)(Logarithms)
ฟงกชันยกกําลัง ฟงกชันยกกําลัง (Exponential Functions)(Exponential Functions)

 ป ิ   ีโ ิ ิ ป ิ   ีโ ิ ิอนุพันธและปริพันธของฟงกชันตรีโกณมิติผกผันอนุพันธและปริพันธของฟงกชันตรีโกณมิติผกผัน
      (Derivatives of Inverse Trigonometric  (Derivatives of Inverse Trigonometric  

Function; Integrals)Function; Integrals)
ฟงกชันไฮเปอรโบลิค ฟงกชันไฮเปอรโบลิค (Hyperbolic Functions)(Hyperbolic Functions)
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ลอการิทึมธรรมชาติลอการิทึมธรรมชาติ (The Natural Logarithm Function)(The Natural Logarithm Function)
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ในบางคร้ังการหาอนพุันธของฟงกชนัทําไดในบางคร้ังการหาอนพุันธของฟงกชนัทําได
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ฟงกชนัใหมโดยการ take ln เขาไปในสมการ
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ฟงกชันยกกําลัง ฟงกชันยกกําลัง (Exponential Functions)(Exponential Functions)

ฟงกชนัผกผัน ฟงกชนัผกผัน (Inverse of Function)(Inverse of Function)
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อนุพนัธของฟงกชันผกผัน อนุพนัธของฟงกชันผกผัน 
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อนุพันธของฟงกชันผกผัน อนุพันธของฟงกชันผกผัน 
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คุณสมบัติของ คุณสมบัติของ exponential exponential กับ กับ logarithmlogarithm
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อนุพันธและปริพันธของฟงกชันตรีโกณผกผัน อนุพันธและปริพันธของฟงกชันตรีโกณผกผัน 
((Derivative and Integral of Inverse Trigonometric Function)Derivative and Integral of Inverse Trigonometric Function)

พิจารณากราฟของฟงกชันพิจารณากราฟของฟงกชัน

  x=x=sinsin yy และ และ y=y=sinsin--11xx

ฟงกชันฟงกชัน  y = y = sinsin x x และและ x = x = sinsin yy
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ฟงกชันฟงกชัน  y= y= coscos x x และและ x= x= coscos yy

xx 11 sin
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cos −− −=
π

อนุพันธของ อนุพันธของ y = y = sinsin--1 1 xx หรือ หรือ y = y = arcsinarcsin xx
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ตัวอยางที่ ตัวอยางที่ 11
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ฟงกชัน ฟงกชัน arctan arctan xx

อนุพันธของ อนุพันธของ ArctangentArctangent
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ตัวอยางที่ ตัวอยางที่ 22
อนุภาคเคล่ือนท่ีบนแกน อนุภาคเคล่ือนท่ีบนแกน xx  ดวยฟงกชันดวยฟงกชัน
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ฟงกชันฟงกชัน ArcsecantArcsecant
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อนุพันธของ อนุพันธของ arcsecantarcsecant
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อนุพันธของฟงกชัน อนุพันธของฟงกชัน coscos--11 x, cotx, cot--11 x, cscx, csc--1 1 xxุุ

พิจารณาจากเอกลักษณพิจารณาจากเอกลักษณ
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− −

− −

= −

= −

= −

สรุปอนุพันธของ ฟงกชันตรีโกณผกผัน สรุปอนุพันธของ ฟงกชันตรีโกณผกผัน 

1

2

1

2

1

1sin , 1
1

1cos , 1
1

1t

d duu u
dx dxu
d duu u
dx dxu
d du

−

−

−

= <
−

= − <
−

1
2

1
2

1

2

1

2

tan
1

1cot
1

1sec , 1
1

1csc , 1
1

u
dx u dx
d duu
dx u dx
d duu u
dx dxu u
d duu u
dx dxu u

−

−

−

=
+

= −
+

= >
−

= − >
−

สรุปสูตรปริพันธสรุปสูตรปริพันธ

1 2 2

2 2

1
2 2

sin , ( )

1 tan

du u C u a
aa u

du u C
a u a a

−

−

⎛ ⎞= + <⎜ ⎟
⎝ ⎠−
⎛ ⎞= +⎜ ⎟+ ⎝ ⎠

∫

∫
1 2 2

2 2

1 sec , ( )du u C u a
a au u a

−= + >
−

∫
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Hyperbolic FunctionsHyperbolic Functions

sinh cosh
2 2

x x x x
x e e e ee x x

− −− +
= + = +

Hyperbolic FunctionsHyperbolic Functions cosh
2

sinh
2

sinhtanh
cosh

x x

x x

x x

x x

e ex

e ex

x e ex
x e e

−

−

−

−

+
=

−
=

−
= =

+

xxxe coshsinh +=

coshcoth
sinh

1 2sech
cosh

1 2csch
sinh

x x

x x

x x

x x

x e ex
x e e

x
x e e

x
x e e

−

−

−

−

+
= =

−

= =
+

= =
−
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กราฟของฟงกชัน กราฟของฟงกชัน sinhsinh xx และ และ coshcosh xx กราฟของฟงกชัน กราฟของฟงกชัน tanhtanh x, x, cothcoth xx  และ และ sechsech xx

กราฟของฟงกชัน กราฟของฟงกชัน csch xcsch x เอกลักษณของ เอกลักษณของ hyperbolic functionshyperbolic functions
2 2

2 2

2 2

cosh sinh 1
sech tanh 1
coth csch 1
sinh 2 2sinh cosh

x x
x x
x x
x x x

− =

+ =

− =
=

2 2

2 2

2 2

cos sin 1
sec tan 1
csc cot 1
sin2 2sin cos

x x
x x
x x
x x x

+ =

− =

− =
=

2 2

2

2

cosh 2 cosh sinh
cosh 2 1cosh

2
cosh 2 1sinh

2

x x x
xx

xx

= +
+

=

−
=

2 2

2

2

cos2 cos sin
1 cos2cos

2
1 cos2sin

2

x x x
xx

xx

= −
+

=

−
=

อนุพันธของ อนุพันธของ hyperbolic functionshyperbolic functions

2

sinh cosh

cosh sinh

tanh sech

d duu u
dx dx
d duu u
dx dx
d duu u
dx dx

=

=

= 2

sin cos

cos sin

tan sec

d duu u
dx dx
d duu u
dx dx
d duu u
d d

=

= −

=

2coth csch

sech sech tanh

csch csch coth

dx dx
d duu u
dx dx
d duu u u
dx dx
d duu u u
dx dx

= −

= −

= −

2cot csc

sec sec tan

csc csc cot

dx dx
d duu u
dx dx
d duu u u
dx dx
d duu u u
dx dx

= −

=

= −

ปริพันธของ ปริพันธของ hyperbolic functionshyperbolic functions

2

sinh cosh

cosh sinh

sech tanh

u du u C

u du u C

u du u C

= +

= +

= +

∫
∫
∫ 2

sin cos

cos sin

sec tan

udu u C

udu u C

udu u C

=− +

= +

= +

∫
∫
∫

2csch coth

sech tanh sech

csch coth csch

u du u C

u u du u C

u u du u C

= − +

= − +

= − +

∫
∫
∫
∫

2csc cot

sec tan sec

csc cot csc

udu u C

u udu u C

u udu u C

=− +

= +

=− +

∫
∫
∫
∫
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ตัวอยางที่ ตัวอยางที่ 11

( )2a)  tanh 1

b)  coth 5

d t
dt

x dx

+

∫

2 2 2 2 2

2
sech 1 1 sech 1

1
d tt t t
dt t

= + + = +
+

cosh 5 1 1 1ln ln sinh 5
sinh 5 5 5 5

x dudx u C x C
x u

= = = + = +∫ ∫
( sinh 5 5cosh 5 )u x du x dx= → =

1 2

0
c)  sinh x dx∫ 1 1

0 0

1

0

cosh 2 1 1 (cosh 2 1)
2 2

1 sinh 2 sinh 2 1
2 2 4 2

x dx x dx

x x

−
= = −

⎡ ⎤= − = −⎢ ⎥⎣ ⎦

∫ ∫
( sinh 5 5cosh 5  )u x du x dx= → =

2 cosh 2 1sinh
2

xx −⎛ ⎞=⎜ ⎟
⎝ ⎠

ตัวอยางที่ ตัวอยางที่ 11  ((ตอตอ))

ln 2

0
d)  4 sinh  xe x dx∫

ln 2

0

ln 2 2

0
ln 22

0

=  4   
2

=  (2 2) 

2

x x
x

x

x

e ee dx

e dx

e x

−−

−

⎡ ⎤= −⎣ ⎦

∫

∫

2ln 2( 2 ln 2) (1 0)
4 2ln 2 1
3 2ln 2

e= − − −
= − −
= −

Inverse Hyperbolic FunctionsInverse Hyperbolic Functions
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Inverse Hyperbolic FunctionsInverse Hyperbolic Functions
1

1

1

sinh
cosh
tanh

...

y x
y x
y x

−

−

−

=

=

=

เอกลักษณของ เอกลักษณของ Inverse Hyperbolic FunctionsInverse Hyperbolic Functions

1 1

1 1

1 1

1sech cosh

1csch sinh

1coth tanh

x
x

x
x

x
x

− −

− −

− −

=

=

=

อนุพันธของ อนุพันธของ Inverse Hyperbolic FunctionsInverse Hyperbolic Functions

หาเชนเดียวกับอนุพันธของ หาเชนเดียวกับอนุพันธของ Inverse Trigonometric FunctionsInverse Trigonometric Functions

1sinh
sinh

sinh

y x
y x

d dxy

−=
=

=

2 2

sinh

cosh 1

1 1 1
cosh 1 sinh 1

y
dx dx

dyy
dx

dy
dx y y x

=

=

= = =
+ +

สรุปอนพุนัธของ สรุปอนพุนัธของ Inverse Hyperbolic FunctionsInverse Hyperbolic Functions
1

2

1

2

1

1sinh
1

1cosh , 1
1

1tanh 1

d duu
dx dxu
d duu u
dx dxu
d duu u

−

−

−

=
+

= >
−

= <2

1
2

1

2

1

2

tanh , 1
1

1coth , 1
1

1sech , 0 1
1

1csch , 0
1

u u
dx u dx
d duu u
dx u dx
d duu u
dx dxu u
d duu u
dx dxu u

−

−

−

= <
−

= >
−
−

= < <
−
−

= ≠
+

ตัวอยางที่ ตัวอยางที่ 22

จงแสดงวาเมื่อ จงแสดงวาเมื่อ uu หาอนุพันธเทียบกับ หาอนุพันธเทียบกับ xx ไดเมื่อ ไดเมื่อ x > x > 1 1 แลวแลว
1

2

1(cosh )
1

d duu
dx dxu

− =
−

1cosh cosh

1 i h

y x x y
dy

−= ⇔ =

2 2

1

2

1 sinh

1 1 1
sinh cosh 1 1

1cosh
1

yy
dx

dy
dx y y x
d x
dx x

−

=

= = =
− −

=
−

1

2

Chain Rule:
1(cosh )

1
d duu
dx dxu

− =
−

ปริพันธที่เก่ียวของกับฟงกชัน ปริพันธที่เก่ียวของกับฟงกชัน Inverse hyperbolicInverse hyperbolic ตัวอยางที่ ตัวอยางที่ 33

จงหาคาจงหาคา 1

20

2
3 4

dx
x+

∫

( ) ( )
2 2 2

2 2 ( 2 , 3)
3 4 3 2

dx dx u x a
x x

= ⇐ = =
+ +

∫ ∫

1 1

2 2

1
1 1 1 1

20
0

1

2sinh sinh
3

2 2 2sinh sinh sinh (0)
3 33 4

2sinh
3

du u xC C
aa u

dx x
x

− −

− − −

−

⎛ ⎞⎛ ⎞= = + = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠+

⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⇒ = = −⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠+ ⎦

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠

∫

∫


