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บทที่ บทที่ 99
ตัวเลขเชิงซอนตัวเลขเชิงซอน

(C l  N b )(C l  N b )(Complex Number)(Complex Number)

เนื้อหาเนื้อหา

Complex NumbersComplex Numbers

Complex planeComplex plane

Polar coordinates and polar formsPolar coordinates and polar forms

Power and roots Power and roots 

จํานวนเชิงซอน จํานวนเชิงซอน (Complex numbers)(Complex numbers)

เกิดข้ึนเพื่อแกปญหาคําตอบของสมการท่ีไมสามารถ
หาคาจริงได เชน   จะเห็นวาไมสามารถท่ีจะเห็นวาไมสามารถท่ี
จะหาคําตอบของจะหาคําตอบของ  ท่ีเปนคาจํานวนจริงไดท่ีเปนคาจํานวนจริงได  ทําใหเกดิทําใหเกดิ

2 1 0x + =

จะหาคาตอบของจะหาคาตอบของ  ทเปนคาจานวนจรงไดทเปนคาจานวนจรงได  ทาใหเกดทาใหเกด
การนิยามหนวยจินตภาพการนิยามหนวยจินตภาพ  ((ImaginaryImaginary unitunit))

โดยทั่วไปแลวจํานวนเชิงซอนจะอยูในรูปโดยทั่วไปแลวจํานวนเชิงซอนจะอยูในรูป

สวนจริง สวนจริง ((Real partReal part))
สวนจินตภาพ สวนจินตภาพ 

((Imaginary unitImaginary unit))
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การบวก การลบ และการคูณ เลขเชิงซอนการบวก การลบ และการคูณ เลขเชิงซอน

สามารถทําไดดงันี้ คือสามารถทําไดดงันี้ คือ

จะเห็นวาผลที่ไดมาจาก                กลาวคือจะเห็นวาผลที่ไดมาจาก                กลาวคือ12 −=i

bdibddibi −== ))(())(( 2

ตัวอยางท่ี ตัวอยางท่ี 11  จงหาคาสวนจริง สวนจินตภาพ ผลรวมและจงหาคาสวนจริง สวนจินตภาพ ผลรวมและ
ผลคูณ ของผลคูณ ของ         และและ

วิธีทําวิธีทํา
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ตัวอยางที่ ตัวอยางที่ 22  จงคํานวณหาคาตอไปน้ี จงคํานวณหาคาตอไปน้ี 

วิธีทําวิธีทํา
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หมายเหตุหมายเหตุ  จะเห็นวาจะเห็นวาการคูณจํานวนเชิงซอนในรูปการคูณจํานวนเชิงซอนในรูป และและ

จะไดจะได ผลลัพธออกมาเปนคาจริงผลลัพธออกมาเปนคาจริง คาจํานวนเชิงซอนคาจํานวนเชิงซอน

ในรูปลักษณะน้ีเรียกวาอยูในรูปสังยุคในรูปลักษณะน้ีเรียกวาอยูในรูปสังยุค (Conjugate) (Conjugate) ซ่ึงกันและกันซ่ึงกันและกัน

กลาวคือกลาวคือ และและ เปนคาสังยุคเปนคาสังยุค ซ่ึงกันและกันซ่ึงกันและกัน

( )a bi−( )a bi+

2 2a b+

( )a bi+ ( )a bi−
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กําหนดให                           คาสังยุคของ       เขียนแทนดวย            กําหนดให                           คาสังยุคของ       เขียนแทนดวย            
      ซ่ึงจะมีประโยชนสําหรับ ซ่ึงจะมีประโยชนสําหรับ การหารการหาร  โดยท่ีโดยท่ี
z a bi= + z

z a bi= −

2 2( )( )zz a bi a bi a b= + − = +

คุณสมบัติของคอนจุเกตท่ีสําคัญคุณสมบัติของคอนจุเกตท่ีสําคัญ
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โดยให                   เปนจํานวนเชิงซอนใดๆ โดยให                   เปนจํานวนเชิงซอนใดๆ 
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วิธีทํา กวิธีทํา ก))  

ตัวอยางที่ ตัวอยางที่ 33  จงคํานวณหาคาตอไปน้ี จงคํานวณหาคาตอไปน้ี 

6 3 6 3 (10 8 )
10 8 10 8 (10 8 )

i i i
i i i

+ + −
=

+ + −

6 3
10 8

i
i

+
+

5
1 7

i
i−

วิธีทํา ขวิธีทํา ข))  5 5 (1 7 ) 35 5 35 5
1 7 (1 7 ) (1 7 ) 1 49 50 50

i i i i i
i i i

+ − + −
= = = +

− − + +

2 2
[(6)(10) (3)( 8)( 1) [(6)( 8) (3)(10)] ]

10 8
84 18
164

i

i

+ − − + − +
=

+
−=

คุณสมบัติบางประการเกี่ยวกับคอนจุเกตคุณสมบัติบางประการเกี่ยวกับคอนจุเกต  

กําหนดให                          ดังนั้น กําหนดให                          ดังนั้น 

จะไดวาจะไดวา           และและ

z a bi= + z a bi= −
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โมดูลัส  โมดูลัส  ((ModulusModulus) ) 
ให                      ให                      คาคาโมดูลัสโมดูลัส (Modulus) (Modulus) ของของ เขียนเขียน

แทนดวยแทนดวย                       และหาไดจากและหาไดจาก

z a bi= + z

| |z

2 2| |z a b= +

คาโมดูลัส จะเปน คาจริงบวกเสมอคาโมดูลัส จะเปน คาจริงบวกเสมอ

ความสัมพันธระหวางคาโมดูลัส และ คอนจุเกตของ ความสัมพันธระหวางคาโมดูลัส และ คอนจุเกตของ 
จํานวนเชิงซอนจํานวนเชิงซอน

2| |z z z⋅ =

2 2( )( )z z a bi a bi a b⋅ = + − = +

ดังนั้น ดังนั้น ในการหารจํานวนเชิงซอนในการหารจํานวนเชิงซอน  

จะไดวาจะไดวา 1 1 2 1 2
2

2 2 2 2

z z z z z
z z z z

= =

คุณสมบัติของโมดูลัสคุณสมบัติของโมดูลัส
11. . ถา                          แลวถา                          แลว0z = 0z =

1 2 1 2z z z z⋅ = ⋅

11 zz
z z
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44.   .   คุณสมบัติ คุณสมบัติ อสมการสามเหล่ียมอสมการสามเหล่ียม  ((Triangle inequalityTriangle inequality) ) คือ คือ 

1 2 1 2... ...n nz z z z z z+ + + ≤ + + +

1 2 1 2z z z z+ ≤ +

ตัวอยางที่ ตัวอยางที่ 44  จงตรวจสอบคุณสมบัติ อสมการสามเหล่ียม จงตรวจสอบคุณสมบัติ อสมการสามเหล่ียม 
ของของ 1 21 , 2 3z i z i= + = − +

วิธีทําวิธีทํา

( ) ( )1 2 1 2 3 1 4 17 4.123z z i i i+ = + + − + = − + = =( ) ( )

1 2

1 2 1 2

1 2 3 2 13 5.020z z i i
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yImaginary axis

P
z=x+yi

yImaginary axis

z2

(Imaginary unit)(Imaginary unit)

ระนาบเชิงซอน ระนาบเชิงซอน (complex plane)(complex plane)
ปริมาณเชิงซอนสามารถแสดงในระนาบเชิงซอนไดดังรูปปริมาณเชิงซอนสามารถแสดงในระนาบเชิงซอนไดดังรูป

x
Real axis

z1

(Real part)(Real part)

ความยาวของเวกเตอร ความยาวของเวกเตอร OP OP หมายถึงคาโมดูลัสของจํานวนเชิงซอน หมายถึงคาโมดูลัสของจํานวนเชิงซอน 

OO

2 2| |OP z x y= = +
uuur

จํานวนเชิงซอนในรูปแบบเชิงขั้วและเลขช้ีกําลังจํานวนเชิงซอนในรูปแบบเชิงขั้วและเลขช้ีกําลัง

การเขียนจํานวนเชิงซอนการเขียนจํานวนเชิงซอน
รูปแบบเชิงข้ัวรูปแบบเชิงข้ัว(Polar form)(Polar form)

z a bi= + (cos sin )z r iθ θ= +

รูปแบบเลขชี้กาํลัง รูปแบบเลขชี้กาํลัง (Exponential form)(Exponential form)  

โดยนําสูตรของออยเลอร โดยนําสูตรของออยเลอร ((Euler’s formulaEuler’s formula) ) ท่ีวาท่ีวา

cos sinie iθ θ θ= +

ดังน้ัน จะไดวาดังน้ัน จะไดวา (cos sin ) iz r i re θθ θ= + =

พิกัดเชิงขั้วและกราฟ พิกัดเชิงขั้วและกราฟ 
(Polar coordinates & Graph)(Polar coordinates & Graph)

ในการนิยามพกิัดเชิงข้ัว เร่ิมจากจุดกําเนิดในการนิยามพกิัดเชิงข้ัว เร่ิมจากจุดกําเนิด, O,, O,  จากนัน้วาด จากนัน้วาด 
เสนรัศมีเริ่มตนเสนรัศมีเริ่มตน  ออกจากจุด ออกจากจุด OO  ซึ่งเรียกวา ซึ่งเรียกวา แกนพิกัดแกนพิกัดเชิงข้ัวเชิงข้ัว  
โดยรัศมีมกัสอดคลองกับแกน โดยรัศมีมกัสอดคลองกับแกน +x +x ของระบบพกิัดฉากของระบบพกิัดฉากโดยรศมมกสอดคลองกบแกน โดยรศมมกสอดคลองกบแกน +x +x ของระบบพกดฉากของระบบพกดฉาก

                จุด จุด PP  (r, (r, θθ)) ถูกกาํหนดตําแหนง ถูกกาํหนดตําแหนง 
            โดย โดย r r แสดงระยะจาก แสดงระยะจาก OO  ไปยัง ไปยัง 
              P P และ และ θθ  คือมุมระหวางเสนคือมุมระหวางเสน
              รัศมีเร่ิมตน กับ รัศมีเร่ิมตน กับ OPOP

พิกัดเชิงข้ัว P (r, θ)

เสนรัศมีเริ่มตน
xO

Origin (pole)

r
θ

ความสัมพันธของระบบพิกัดฉาก ความสัมพันธของระบบพิกัดฉาก & & พิกัดเชิงขั้วพิกัดเชิงขั้ว

    จากรูป จะไดความสัมพนัธดงันี้จากรูป จะไดความสัมพนัธดงันี้

P(x, y) = P(r, θ) 

y
θ = π/2

cos , sinx r y rθ θ= =

O

r

x = cos θ   

xθ
y = sin θ 

เสนรัศมีเร่ิมตน
θ = 0, r ≥0

2 2 2 , tanyx y r
x

θ+ = =

ตัวอยางตัวอยาง  จงหาสมการท่ีเทากันในระบบพิกัดฉากจงหาสมการที่เทากันในระบบพิกัดฉาก

สมการเชิงขั้ว สมการพิกัดระบบฉากท่ีเทียบเทากัน
r cos r cos θθ = 2= 2
rr22sin sin θ θ cos cos θθ = 4= 4

x = 2x = 2
xy = 4xy = 4 ( )

2 2 2 2

22 2 2 2 2

1 cos 0

cos

r x y x y x

r r r x y x x y

θ

θ

= − + = + − =

= − + + = +

rr22coscos22 θθ -- rr22sinsin22 θ θ = 1= 1
r = 1 + 2 r cos r = 1 + 2 r cos θθ
r = 1 r = 1 -- cos cos θθ

xx22 –– yy22 = 1= 1
yy2 2 –– 3x3x22–– 4x 4x –– 1 = 01 = 0
xx4 4 + y+ y4 4 + 2 x+ 2 x22 yy2 2 + 2 x+ 2 x33 +2 xy+2 xy2 2 –– yy22 = 0= 0

( )22 2 2

2 2 2 2

1 2 cos 1 2 1 4 4

1 2 3 4 1 0

r r x y x x x

x y x y x x

θ= + + = + = + +

+ = + − − − =

จํานวนเชิงซอนในรูปแบบเชิงขั้วจํานวนเชิงซอนในรูปแบบเชิงขั้ว (Polar form) (Polar form) และรูปแบบเลขชี้กําลังและรูปแบบเลขชี้กําลัง
(Exponential form) (Exponential form) สามารถพิจารณาไดจากระนาบเชิงซอนดังน้ีสามารถพิจารณาไดจากระนาบเชิงซอนดังน้ี

cos
sin

x r
y r

θ
θ

=
P (r, θ)

z r=

y

z x yi= +

z x yi= +

siny r θ=

(cos sin )z r iθ θ= +

2 2| |z r x y zz= = + =

rg arctan yA z
x

θ = =

xO
pole

θ

y
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                จะเห็นไดวา คาอารกิวเมนต เปนไดหลายคา ณ ตําแหนงเดียวกันจะเห็นไดวา คาอารกิวเมนต เปนไดหลายคา ณ ตําแหนงเดียวกัน
ในระบบระบบเชิงขั้ว คือ ท่ี ในระบบระบบเชิงขั้ว คือ ท่ี θθ  , , θθ  ��22ππ , , θθ  ��44ππ ,…,…

คาคา θθ    ท่ีอยูในชวง ท่ีอยูในชวง จะนิยามวาเปน จะนิยามวาเปน คาหลักของอารกิวเมนตคาหลักของอารกิวเมนต  ( , ]π π−

คาคา θθ    เรียกวา คาอารกิวเมนต เรียกวา คาอารกิวเมนต ((ArgumentArgument) ) ของ ของ zz เขียนแทนดวยเขียนแทนดวย

rg arctan yA z
x

θ = =

ูู

0, 1, 2,n = ± ± Kเม่ือเม่ือ
rg rg 2a z A z nπ= +

x

y

r
Z =r(cos +isin )

ในรูปท่ัวไป จะไดวาในรูปท่ัวไป จะไดวาเขียนแทนดวย เขียนแทนดวย rgA z

ตัวอยางท่ี ตัวอยางท่ี 11 1z i= + มีรูปแบบเชิงข้ัวเปนมีรูปแบบเชิงข้ัวเปน 2(cos sin )
4 4

z iπ π
= +

| | 2, , 2 ( 0,1..)
4 4

r z Arg z arg z n nπ π π= = = = ± =

ตัวอยางท่ี ตัวอยางท่ี 22  จงเขียนจํานวนเชิงซอนตอไปน้ีในรูปพิกัดเชิงขั้ว จงเขียนจํานวนเชิงซอนตอไปน้ีในรูปพิกัดเชิงขั้ว 

1 3z i= − + 9z = −กก)) ขข))

กก)) 2
3| | 2, arctan( 3)r z Arg z π= = = − =

ขข)) 0
9| | 9, arctan( )r z Arg z π−= = = =

9(cos sin )z iπ π= +

2
3 2 0, 1, 2,arg z n nπ π= + = ± ± K

2 22(cos sin )
3 3

z iπ π
= +

การคูณและหารในรูปแบบเชิงขั้วการคูณและหารในรูปแบบเชิงขั้ว

1 1 1 1 2 2 2 2(cos sin ), (cos sin )z r i z r iθ θ θ θ= + = +

1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2

[(cos cos sin sin )
(sin cos cos sin )]

z z r r
i

θ θ θ θ
θ θ θ θ

= −
+ +

การคูณการคูณ

1 2 1 2| | | || |z z z z= 1 2 1 2( )arg z z arg z arg z= +

1 2 1 2 1 2 1 2[cos( ) sin( )]z z r r iθ θ θ θ= + + +

1
2 1

2

z
z zz z

z
= ⇒ =

2 2 1| | | || | | |zz z z z= =

2 2 1( )arg zz arg z arg z arg z= + =

การหารการหาร

1 2arg z arg z arg z= −

1 1 1 1
1 2

2 2 2 2

| |
| |

z z r z
arg arg z arg z

z z r z
= = = =

1 1
1 2 1 2

2 2
[cos( ) sin( )]z r i

z r
θ θ θ θ= − + −

ตัวอยางที่ ตัวอยางที่ 33 1 22 2 , 3z i z i= − + =

จะไดวาจะไดวา

1
1 2

2

2 2
6 6

3 3
,i i

z
z z

z
− − += =

1 2 1 2 6 2 3 8 72| | | || |z z z z × == =

1
1 2

2
2 2 / 3 | | / | |z z z

z
= =

1 23 / 4, / 2Arg z Arg zπ π= =

จงหาผลคูณและผลหารระหวางจงหาผลคูณและผลหารระหวาง

1 2 1 23 / 4 2Arg z z Arg z Arg zπ π= − = + −

1 2 1 2( / ) / 4Arg z z Arg z Arg zπ= = −

1

2

2 2

3 4 4
[cos( ) sin( )]

z
i

z
π π

= +

1 2 72
3 3
4 4

[cos( ) sin( )]z z iπ π− −
= +

รูปแบบเลขชี้กาํลัง รูปแบบเลขชี้กาํลัง (Exponential form)(Exponential form)
จากสูตรของออยเลอร จากสูตรของออยเลอร ((Euler’s formulaEuler’s formula) ) ท่ีวาท่ีวา cos sinie iθ θ θ= +

ดังน้ัน เขียนจํานวนเชิงซอนในรูปเลขยกกําลัง จะไดวาดังน้ัน เขียนจํานวนเชิงซอนในรูปเลขยกกําลัง จะไดวา

(cos sin ) iz r i re θθ θ= + =

การยกกําลังและการถอดรากเลขเชิงซอน การยกกําลังและการถอดรากเลขเชิงซอน การยกกาลงและการถอดรากเลขเชงซอน การยกกาลงและการถอดรากเลขเชงซอน 

(cos sin )n nz r n i nθ θ= +

(cos sin ) (cos sin )ni n i nθ θ θ θ+ = +

( )nn i n inz re r eθ θ= =ดังน้ันดังน้ัน

สูตรของเดอมัวรสูตรของเดอมัวร
(de (de Moivre’sMoivre’s formula)formula)
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จากสมการจากสมการ (cos sin ), 0,1, 2,..n nz r n i n nθ θ= + =

เม่ือเม่ือ nn ==2 2 จะไดจะได 2 2cos 2 cos sin sin cos 2 sin 2i iθ θ θ θ θ θ+ − = +

จากจาก 2 2cos 2 cos sin , sin 2 2cos sinθ θ θ θ θ= − =

ตัวอยางท่ี ตัวอยางท่ี 4 4 จงคํานวณหาคาจงคํานวณหาคา 5(3 3 )i+

กรณีการยกกําลังกรณีการยกกําลัง

ตวอยางท ตวอยางท 4 4 จงคานวณหาคาจงคานวณหาคา  (3 3 )i+

5, 3 2,
4

n r Arg z πθ= = = =

5 5
4 4(3 3 ) (3 2) (cos5 sin 5 )i iπ π+ = +

1 1972 2( ) 972 972
2 2

i i= − − = − −

(cos sin )n nz r n i nθ θ= +

การหารากของจํานวนเชิงซอนการหารากของจํานวนเชิงซอน  
ถา       ( 0,1,2..)nz w n= = nw z= คาของ คาของ w w สามารถหาไดโดยสามารถหาไดโดย

(cos sin )z r iθ θ= + (cos sin )w R iφ φ= +

(cos sin ) (cos sin )n nw R n i n z r iφ φ θ θ= + = = +

ดังน้ันดังน้ัน ,n nR r R r= =
22 , , 0,1, 2..kn k kθ πφ θ π φ= + = + =ดงนนดงนน , , , , ,

n n
φ φ

2 2(cos sin ), 0,1, 2.. 1n
k

k ka r i k n
n n

θ π θ π+ +
= + = −

        คาตางๆจะอยูในวงกลมรัศมี           มีจุดศูนยกลางท่ีจุดกําเนิด  ประกอบเปนคาตางๆจะอยูในวงกลมรัศมี           มีจุดศูนยกลางท่ีจุดกําเนิด  ประกอบเปน
รูปเหล่ียมดานเทา รูปเหล่ียมดานเทา nn  ดาน คาของ              ท่ีมีอารกิวเมนตหลัก ดาน คาของ              ท่ีมีอารกิวเมนตหลัก ((ท่ี ท่ี k=k=00) ) จะเปนจะเปน
คาหลักของ คาหลักของ 

n r

nw z=
ka

ตัวอยางท่ี ตัวอยางท่ี 55  จงคํานวณหาคาของ                 และ จงคํานวณหาคาของ                 และ 

0 0 22,r πθ= =

เม่ือแทนคาเม่ือแทนคา   k k = = 0 0 จะไดจะได

เม่ือแทนคาเม่ือแทนคา   k k   1 1 จ ไดจ ไดเมอแทนคาเมอแทนคา   k k = = 1 1 จะไดจะได

( )
63 2

i
i e

π
−

− = 0 0 62,r πθ= = −

0 03
0

2 2
(cos( ) sin( )), 0,1,2

3 3k
k k

a r i k
π θ π θ+ +

= + =

3 6 62 2
2(cos( ) sin( )), 0,1, 2

3 3k
k k

a i k
π ππ π− −

= + =

3 311 11
1 18 182(cos( ) sin( )) 2( 0.34202 0.93969)a i iπ π= + = − +

เม่ือแทนคาเม่ือแทนคา   k k = = 1 1 จะไดจะได

เม่ือแทนคาเม่ือแทนคา   k k = = 2 2 จะไดจะได
3 323 232(cos( ) sin( )) 2( 0 64279 0 59943)a i iπ π+

เม่ือแทนคาเม่ือแทนคา   k k = = 0 0 จะไดจะได
3 3

0 18 182(cos( ) sin( )) 2(0.984 0.1736)a i iπ π= − + − = −

ในกรณีท่ี                 จะได                     และในกรณีท่ี                 จะได                     และ1z = | | 1z r= = 0Arg z =

2 21 cos sin , 0,1,2.. 1n k ki k n
n n
π π

= + = −

คาตางๆเรียกวารากท่ี คาตางๆเรียกวารากท่ี n n ของ ของ 1 1 มีตําแหนงอยูบนวงกลมหน่ึงหนวยและมีระยะหางมีตําแหนงอยูบนวงกลมหน่ึงหนวยและมีระยะหาง
กันทุกๆกันทุกๆ                       เรเดียนเรเดียน มีมี ท้ังหมดท้ังหมด   nn รากราก ซึ่งสอดคลองกับคาซึ่งสอดคลองกับคา2

n
π 0,1, 2.. 1k n= −

23 23
2 18 182(cos( ) sin( )) 2( 0.64279 0.59943)a i iπ π= + = − −

เม่ือเขียนเซตคําตอบในรูปเชิงข้ัวหรือ รูปเอ็กโพเนนเชียลก็จะไดเปน เม่ือเขียนเซตคําตอบในรูปเชิงข้ัวหรือ รูปเอ็กโพเนนเชียลก็จะไดเปน 

กําหนด กําหนด 

จะไดรากท่ีจะไดรากท่ี nn ของของ 1 1 เปนเปน

หรือ หรือ หรอ หรอ 

3 1
4 1 5 1

ตัวอยางท่ีตัวอยางท่ี 6 6 จงหารากที่จงหารากที่ nn ท้ังหมดของท้ังหมดของ 1 1 เม่ือเม่ือ n =n =22, , 3 3 และและ 4 4 

ดังน้ัน รากท่ี ดังน้ัน รากท่ี 22  ของ ของ 11  คือ คือ 11, , --11
nn = = 33

ดังน้ัน รากท่ี ดังน้ัน รากท่ี 33  ของ ของ 11  คือ คือ 

ดังน้ัน รากท่ี ดังน้ัน รากท่ี 44  ของ ของ 11  คือ คือ 


